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Systemy hromadné obsluhy
(Queueing theory)

Modelovani systému, které obsluhuji vét§Si mnozstvi
pozadavku

— Telekomunikacni systemy

— Rizeni dopravy

— Planovani procesu v OS

— Navrh vyrobnich linek

— Krizovy management

— Navrh mist, kde se Ceka (obchody, ufady, nemocnice ...)
Predikce vykonu takovych systému

Prvni modely ze zaCatku 20. stoleti (telefonni ustfedna v
Kodani — Erlang, 1909)
- podobné staré jako Markovské modely

— Rada vztaht odvozena pravé pfes markovské modely
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SHO - zaklady

Zakladni koncept:
— Systém poskytuje sluzbu
» Realizovana kanalem obsluhy | serverem
— Klienti posilaji pozadavky / zahajuji transakce
— Pozadavky jsou bud obsluhovany, nebo Cekaji ve frontach

Teorie zalozena na statistice - funguje jen pro dostateCny pocCet
pozadavku

— Abstrahuje od konkrétni realizace sluzby

— Sleduje jen ¢asové posloupnosti pfichodu pozadavku a jejich
obsluh
—> lze urcit zakladni vykonové charakteristiky

Zjednoduseni umoznuje konstruovat SHO model v uzavieném
tvaru (jako vzorecCek)

(slozité SHO je treba fesit simulacné, ne vzdy je mozné nebo
praktické najit uzavreny tvar)
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Sytem [ient Server | Posadavek

Dopravni sit
Google
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Hladovy student
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Krizovatka

Vyhledavaci stroj
a DB

Runway
Prepdazka
Vydejni okénko /
pult / kasa
Myci linka

Prijezd
krizovatkou

Vyhledani stranky

Odlet nebo prilet
Vydani dokladu
Vydani jidla /
zaplaceni jidla

Umyti vozidla
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Zakladni problemy

 PY¥iliS mnoho poZzadavku na systém

— Pozadavky Cekaji ve fronte prilis dlouho
(fronta muze narustat do nekonecna)

— Pozadavky nemaji kde Cekat a jsou zahazovany

—> potrebuji zvysit kapacitu systemu
(pridat zdroje) — relativne snadné v
cloudovych resenich

 PY¥ilis malo pozadavku na systém

— Systém neni vytizen — vétsinu Casu nic nedéla
(ale stale spotrebovava zdroje)

- mohu zdroje vyuzit ngjak jinak (nebo zrusit)
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Elementarni SHO

Vstupni Vystupni
prouL : proud

»

Fronta

Kanaly obsluhy

« Stav systému: pocCet pozadavkld v ném
« Potrebujeme znat:
— Charakteristiku vstupniho proudu
— Chovani fronty
— Charakteristiku obsluhy pozadavku
* Predpokladame stacionarni rezim Cinnosti

— Charakteristiky se neméni v ¢ase (podobné jako u Markovskych model()
- modelujeme ustaleny provoz, ne pfechodovy déj
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Zdroje pozadavku

« Vkladaji pozadavky do fronty

— Abstraktni, obvykle bez ekvivalentu v realnem
svete, hodi se hlavne pro simulace

» Lze délit podle pocCtu pozadavku

— Omezené zdroje

- Pfedem omezena mnozina pozadavku
—> vstupni proud zavisi na stavu SHO

» Napf. modelovani procesu v kritické sekci

— Neomezené zdroje

- ,NekonecCné" mnozstvi pozadavku
—> vstupni proud nezavisi na stavu SHO

« Napf. pozadavky na webovy server

13.10.2015

| OHS OP POAN - dSA




Jmenné konvence

Vstupni proud - a (arrival), A
Doby obsluh - s (service), u
Fronta - w (waiting)

Cely systém - g (queuing system)

Doba -T,t (velka pismena pro stredni hodnoty,
mala pro konkrétni hodnoty)

PocCet pozadavku - L (length)
stredni doba obsluhy

Zatez systemu - p = stiedni doba mezi p¥ichody
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Vstupni proud

Casova posloupnost s jakou pozadavky do systému vstupuiji -
{ts <t <tz..}
— Popsan jako 1, = t;, — ty_1 pro k = 1 — interval mezi prichody
(inter-arrival time)

— Pokud jsou jednotlive hodnoty 7, statisticky nezavisleé a maji
stejné rozdeleni, povazovany za realizaci veliCiny

Obvykly popis: F,(t) = P{t < t} nebo odpovidajici f,(t) = (F,(¢t))’

Typické vstupni proudy:
— Poissonovsky — exponencialni rozdéleni pro doby mezi pfichody
pozadavku
(v kazdém okamziku stejna pravdépodobnost pfichodu dalSiho
pozadavku — nezalezi na tom jak dlouha doba ubéhla od
posledniho)

— Gaussovsky
— Rovnomérny — bez nahody, stejné intervaly
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PoISsSONovo ro

Diskrétni rozdéleni
— Kolik pozadavku pfijde

za jednotku Casu,
jestlize doby mezi
prichody maji
exponencialni
rozdéleni

(= Cas prichodu
nasledujiciho
pozadavku nezavisi
na predchozim)
Poprvé 1837 pri
odhadech nepravem
odsouzenych
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Charakteristika vstupniho proudu

E, (t) - distribu¢ni funkce pro doby mezi pfichody poZzadavku
— Pro poissonovsky proud F,(t) = 1 — e ¢
- Lze ho popsat jednim parametrem A

E{t}=T, = % - stfedni doba mezi pfichody

(A — stfedni frekvence pfichodl pozadavku)
C. = o{t}
L=

— ,Jak moc je proud nahodny”

— Pravidelné prichody - C, = 0, poissonovsky proud C, = 1,
realné nékde v intervalu (0; 1)

— Pokud se objevuji shluky pozadavku muze byt C, > 1

- koeficient variance
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Fronta pozadavku

Pro popis potrebuji znat
— Maximalni mozno délku w,,,, (muze byti 0 nebo )

— Frontovou disciplinu
* Prioritni nebo bez priority
 FIFO/LIFO / nahodné / néco jiného

» Cyklické stfidani se zadanym €asovym kvantem (obsluha
davkovych procesu)

— Reakce na prekroCeni kapacity (,netrpeliva” — analytické
modely oCekavaiji trpélivé chovani)
» Zahazovani pozadavku
» Opusteéni fronty pfi dlouhém ¢ekani
« Stfidani front
» Spoluprace ke zkraceni ¢asu ve frontach
Vypocty snadné pro FIFO, bez omezeni a bez priorit
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Charakteristika fronty

w — aktualni (okamzity) pocet poZzadavku ve
fronté (w(t) - funkce €asu nebo nahodna
velicina)

E{w} = L, — stfedni poCet poZzadavku ve
fronté (stredni délka)

t, — doba cekani jednoho konkrétniho
pozadavku (nahodna veliCina)

E{t,} =T, - stfedni doba ¢ekani pozadavku
ve frontée
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Kanaly obsluhy

Modeluji skutecné obsluzné prvky

— Pro jedno elementarni SHO jich miuze byt obecné m
(napf. server se 4 jadry a jednou frontou), nejCasteji
m=1

Doba obsluhy t, chapana jako nahodna veliCina
—> pro charakteristiku kanalu F, = P{t, < t}

— V realném pripadé Ize odvodit aproximaci z
histogramu

— Jak vykonnost kanalu tak specifika pozadavku na
dobu obsluh

— Stejné pravdepodobnostni rozdeéleni pro vSechny
pozadavky (jinak nejde spocitat)
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Charakteristika kanalu obsluhy

Podobna jako charakteristika zdroje
pozadavku

E, (t,) — distribucni funkce pro doby obsluh

— Pro exponencialni rozdéleni F,(t;) = 1 —
e Mt kde u je stredni frekvence obsluh (za
predpokladu ze kanal je stale zatizeny!)

E{t} =T, = % - stfedni doba obsluhy

(s = Ggs} - koeficient variance
Jjak moc jsou doby obsluh nahodné*
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Exponencialni rozdeleni

1.4} =0.5
« Spojité rozdéleni .2} — i=15 |
— Doba mezi dvéma o ©
pozadavky, jejichz E‘“-S\
prichody jsou na sobé 08
nezavislé a mohou v 04 \
kazdém okamziku SN

0.0

nastat se stejnou o 1 2 3 4
pravdepodobnosti 1.0
— Parametr je frekvence ol
» Diskrétni varianta —
geometrické rozdeleni X 0-6r
>
T 0.4} ]
A=0.5
0.2 —_— =1
A=1.5
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Celkoveé charakteristiky SHO

1 1 T .. - , viegr , .
p=—r—=— I — koeficient Casového vyuziti kanalu (pro stejné

kanaly s exgonenmalnl'mi dobami pfrichodu)
— (p = 0 —nic nedéla, p = 1 — plne vytizeny )
— Pokud vyjde p > 1 systém je pretizeny — nestiha a neni ve

stacionarnim rezimu
- fronta neustale narlsta

— Odpovida prvd. obsazenosti kanalu
q — okamzity poCet poZzadavku v systému (nahodna veli¢ina)
L, = E{q} — stfedni poCet poZzadavku v celém SHO

— Nahodné vzorkovani a primérovani za celou dobu

t, — doba pruchodu jednoho konkrétniho pozadavku = doba jeho
odezvy

T, = E{t,} — stfedni doba odezvy

= |>
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Zakladni vztahy strednich hodnot

L=Ly,+Ls=1Ly, + mA - v systému je to co je ve fronté a v
kanalech obsluhy

Ty=Ty+Ts =T, + i pruchod systémem je slozen z Cekani a
obsluhy

Littleovy vzorce (stacionarni rezim, FIFO!)

— Ly =A-T,
— Ly=A-T,
— T, =Ly T,

— Nezavisi na pravdepodobnostnim rozdéleni vstupniho proudu, Ize
uplatnit i na slozeny system

- z jedné z hodnot L., T, L,, a T,, a znalosti A Ize dopocitat ostatni
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Vystupni proud

» Charakteristika zavisi na rezimu prace
— Stacionarni rezim (p < 1)
« stejna perioda a frekvence jako vstupni proud

* Pro p = 0 se rozdeleni vystupniho proudu blizi
E,(t), pro p = 1 se rozdeleni vystupniho
proudu blizi F,(t)

— Nestacionarni rezim (p = 1)

» VVSechny kanaly stale pracuji - frekvence
vystupniho proudu musi byt m - u a rozdeleni
ma stejny charakter jako F,(t)
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Zakladni uloha

Znam charakteristiku vstupniho proudu a
kanalu obsluhy (E, (t), F,(t))

Chci urcit vlastnosti systemu
Ly, Tyy Ly, @ Ty)
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Kendallova klasifikace

« Charakteristika riznych typtd SHO, podle vlastnosti
vstupnich proudu, obsluh, front ... (z 50. let)

« Systéem je popsan trojici (pétici)
X/Y/Im/l/disc.
— X —prvd. rozdeleni vstupniho proudu
— Y — prvd. rozdeleni dob obsluh
— m — pocet kanalu obsluhy
— | — maximalni délka fronty (obvykle oo - pak se neuvadi)

— disc. — frontova disciplina (obvykle FIFO, pak se
neuvadi)
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Kendallova klasifikace

 Typické charakteristiky proudu:

— Gl — obecne nahodne rozdeleni, intervaly
prichodu statisticky nezavislé

— G — obecné nahodné rozdéleni

— M — exponencialni rozdeleni dob obsluh nebo
prichodu pozadavku (Markovské)

— D — deterministické intervaly (konstantni nebo
jinak pravidelné)
* Typicke priklady: M/M/1, M/M/m,
M/M/1/n/FIFO, M/G/1
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M/M/1 (/oo/FIFO)

* Nejjednodussi varianta

— Poissonovsky vstupni proud, exponencialni
doby obsluf;\y - |ze charakterizovat 2

parametry: -

» A — stfedni frekvence vstupniho proudu
(Fa(t) =1—e7™)

» u — stredni podminéna frekvence obsluh
pro p < 1 bude skuteCna frekvence nizsi

A : T
—p=7 —> pro stacionarni rezim A < u

— Lze modelovat jako markovsky proces

13.10.2015
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Markovsky model M/M/1

A A A A

0 =—Apo + up,

0 = Apo — Ap1 — upy + Up2

A

P1 = ;Po = PPo
A

P2 =7 1= PPPo = P*Do

pr = pPo = p*“(1 = p)

* Prvd. funkce rozlozeni nahodné veliCiny k (poCet

pozadavku v SHO)

13.10.2015
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Markovsky model M/M/1

A A A A

ok = p"po = p*(1 —p)

+ E{k) =z;z° o kp = (1= p) X o kp*
= 55 = Lq (pro (p < 1))
- T, L, aT, lze urCit z Littleovych vzocu
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=(1-p)

(1- p)2
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I\/Iarkovsky model M/M/m
A A

@O@O@O@
2 (m- 1)u mp  mp

« Existuje m obsluznych kanalu pro jednu vstupni
frontu
-> podobné chovani jako M/M/1, ale s bufferem

1A ATy 1
cp=si=lE (1 =)

mu m
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I\/Iarkovsky model M/M/m
A A

(m Dp  mp mu 5
° Existuje obecné (slozité fedeni), pro pfiblizny £
odhad (nebo m € {1,2}): 8
. =~ mp Reseni v Probability, Statistics, and Queuing 2

o 1-p™m Theory (Second Edition) nebo na
— T, = Is http://irh.inf.unideb.hu/~jsztrik/education/16/SOR_Main

_Angol.pdf (http://irh.inf.unideb.hu/user/jsztrik/)

13.10.2015 28




M/M/m s omezenou deélkou fronty

« Konecna fronta - nektere pozadavky
,Zahozeny"
— Zjistujeme jak Casto se to stane
— Nelze pouzit vzorce pro nekonecnou deélku

fronty — ne vsechny pozadavky do systemu
VStOUp' 2 Areélné < Ateoretické

* Markovsky model koneCny > nemusime se
snazit najit limitni prechod
— Obecne vzorce slozite, ale konkrétni se daji
snadno odvodit

| OHS OP POAN - dSA

13.10.2015

29




M/M/2/2/FIFO

@3@3@3@ @* s
pozadavky
= 2u 2p

Lze sestavit soustavu linearnich rovnic a najit
Po, P1, P2, D3, P4
- pravdepodobnost ze system nic nedela

- pravdepodobnost ze zadny dalSi pozadavek
nemuze vstoupit (p, - 100% - podil odmitnutych
pozadavku)

Lo =0-po+1-p1+2:-p,+3-p3+4-p,

13.10.2015
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M/M/2/2/FIFO

@gggege ORI
pozadavky
= 2u 2p

© p="t APt
— Vazeny pramér zatizeni v jednotlivych stavech
* Ly =ps+2p,
— Vazeny pramér moznych délek front
» Stfedni frekvence zahozeni pozadavku: Ap,
- Frekvence pfijeti: A(1 — p,) - skute€na frekvence pfichodl pozadavk

. __Lq - o
Ty = FTeE (Little - L, = AT,)

13.10.2015
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M/G/1

Nemarkovsky model, muze byt blizZSi realité

— Poissonovské doby pfichodu jsou obvykle realistické
— Doby obsluh Casto jiné nez exponencialni

Pro popis systemu potrebuiji

— A — strfedni frekvence prichodu pozadavku

— F,(t) nebo f;(t) popisujici doby obsluhy a pfislusné

parametry

Ilgz(e)uréit p = AT, kde T je stredni hodnota rozdeleni
(L

Pro dalsi vypocty je treba znat koeficient variace
C, (pro rozdeleni dob obsluh)
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* Ly = Lyw/m/n

delka fronty)

M/G/1

1+C¢ _ p~

1+

2 1-p

CZ , .o ,
25 (stfedni

A
~Lg =Ly +Ls =Ly +5 =Ly +p
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Vyznam (.

_aX) _ @ ) .. .
C, = B0l ( T ) koeficient variace

»~Jak moc jsou pfichody nahodné”
Exponencialni rozdéleni dob obsluh (parametr u) — M/G/1 je M/M/1

- E(X)=i,a=E(S)=%

1

m 2 141 p?
> C,=*1=1,1L, ==L =
5 L W T 1 p 2 1-p

u
Shodné (stejné) doby obsluh
— (s = 0 (stejné hodnoty 2 o = 0)
2 140 >
> Lw=157
VétSina ostatnich rozdéleni ,nekde mezi*
— Markovské modely jako odhad nejhorSiho pribéhu
Mulze nastat C; > 1 (shluky poZadavku, néktera diskrétni rozdéleni)
- Délka fronty horsi nez pro M/M/1

- polovi¢ni fronty nez pro M/M/1 pfi stejném zatizeni
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GIl/G/1

Predpokladame statistickou nezavislost dob
prichodu ve vstupnim proudu

Potrebujeme znat navic F,(t) nebo f,(t)
Zatizeni: p = 1
Lze prlbllzne odhadnout deélku front

L p? C2+ C?

Yo l1—p 2
— Pro D/D/1 vyjde L,, = 0, pokud je T, > T
— Pro M/M/1 bude C“”S —1
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Dekuji za pozornost

* Priste generatory nahodnych Cisel a
metoda Monte Carlo

13.10.2015

| OHS OP POAN - dSA

36




