Gaussuy zakon elektrostatiky

V elektrostatickém poli nyni stanovime hodnotu urcitého integralu :

ﬁ: E-dS tok (vektoru) elektrické intenzity uzavi‘enou plochou S
S

Toto pojmenovani opét pochazi z hydrodynamiky , kde se Casto pocita analogicky integrdl pro vektor

rychlosti kapaliny, ptes plochu, kterd obecné nemusi byt uzaviena (jen spojita) :

[[ v-dS
S

Podivejme se, s pomoci nasledujiciho obrazku, jaky je vyznam tohoto integralu :

plocha S

Castice kapaliny pfi svém pohybu protinaji zvolenou plochu S . Zvétieny obrazek malé (diferencialni)
&asti plochy dS spolu s vektorem rychlosti v daném mist& nam pomiiZe stanovit disledek tohoto pohybu :

uvédomime-li si, Ze draha Céstice za jednotku €asu je Ciseln€ rovna jeji rychlosti, je pak jasné, ze veskera

kapalina protekld za jednotku ¢asu pfes tuto malou plosku dS musi vyplnit objem (viz. obr):

ds-v-cosa =v-dS




A celkovy objem kapaliny protekly za 1 ¢asu pies celou plochu S ziskdme sectenim — integraci — t&chto

vyrazl pies plochu S :

Q = H v-dS objemovy tok kapaliny
S

Proto se kazdy integral ve tvaru :

[ 4-d5
S

nazyva tok vektoru A plochou S, ikdyz se opét - stejné jako u obecné cirkulace vektoru — nemusi

jednat o redlny pohyb hmoty.

Uved’me dale matematickou vétu, ktera se ve fyzice velmi ¢asto pouziva pro upravu integralu typu

..tok vektoru* :

Necht' V' je objem uzavieny spojitou plochou S (tzv. uzavitend plocha ), pak pro libovolnou spojitou

vektorovou funkei polohy, tj. :
A=4(F) = (4,(xr2),4,(xy2). 4, (xy.2))

plati vztah :

ﬁ A-dS = H divA-dV Gaussova (-Ostrohradského) véta matematiky
S V

—

kde dS je orientovany vektor plochy a div A je matematicky operdtor divergence vektoru A .

Zopakujme si déale — stejn¢ jako u ptredchozich operatort gradient a rotace - matematické znalosti o

operatoru divergence. Nejprve jeho definice :

04y o4, L 04,

divAd = )
O 8y oz divergence vektoru

Vidime, ze divergence vytvoti z vektoru (z vektorové funkce) funkci skalarni .

Definici Ize formalné zapsat opét pomoci znamého operdtoru nabla, ktery byl jiz pouzit u operatort

gradient a rotace :

divi =2, 2 9N (4, 4,,4,) = V-7
ox oy’ oz



Fyzikalni vyznam lze u tohoto operatoru stanovit kupodivu velmi snadno : NapiSme Gaussovu vétu

matematiky, za predpokladu splnéni jejich podminek :

ff 4-dS = |[[[ divd-av
S V
ds s A
A /L
as

—_ A
ds

A piedstavme si, Ze uzavieny objem J' zmen3ujeme, matematicky az v limité¢ V' — 0.

Potom ovSem neni potiebné pro integraci délit takovy objem na (nekone¢né€) malé ¢asti, nebot’ on sam je

(nekonecné) maly, a hodnotu integralu na pravé strané¢ miizeme ihned (pfiblizn¢) vyjadrit ve tvaru :
ff 4-dS = [[[ divA-av = divAd-V
S V
Pozn. : Uvazte s pomoci obrazku, ze u plosného integralu na levé strané rovnice ale podobné piiblizné vyjadieni
neni mozné.

Divergenci nyni mlzeme v rovnici osamostatnit - rovnost bude ovSem platit pfesné jen ve vysSe

uvedené limité :

- ffd-as _
divA = lim —— = div A(F)
yv—>o0 V

Tato limita, ve které se objem V' zmensi az do nuly - tj. do bodu, nam dobie ukazuje, ze divA je

(skalarni) funkci polohy (mista).

Pokusme se dale urcit smysl pravé strany :

e tok vektoru pies uzavienou plochu je vlastné vytok vektoru z daného objemu V' (ptedpokladame

kladné hodnoty integrélu, tj. A-dS > 0 ,viz. obr.)

e déleno objemem J znamena piepocet na jednotkovy objem ...... tedy vytok z jednotkového

objemu

Divergence vektoru A je (¢iseln€) rovna vytoku vektoru A z jednotkového objemu v daném misté.




Specialng, kdyby se jednalo o kapalinu ( A = V ), pak piipad nenulové divergence znamena, ze v
daném misté je zdroj (zfidlo) kapaliny :

divAd # 0

zridlové pole

<

Nulova divergence pak samoziejmé popisuje kapalinu bez zdroji :

divAd = 0

neziidlové pole

Pojmy zridlové pole a neziidlové pole potom opét formalné pouzivame v jakémkoli vektorovém poli,

které 1 nepopisuje Zadny realny pohyb hmoty (napfiklad v silovém poli).

Nyvni se vratme k elektrostatice:

Predpokladejme nejprve nejjednodussi mozny ptipad, kdy elektrické pole by bylo zpiisobeno jedinym
bodovym nabojem () a vypocitejme tok elektrické intenzity - tj. hodnotu urgitého integralu :

fE-ds

S

Rozli§ime pak dvé mozné polohy tohoto naboje vzhledem ke zvolené plose :

1) Necht’ naboj O leZi uvniti plochy .S . tj. v objemu V:

Polozme pak do mista naboje pocatek soustavy soutradnic a do integralu dosadime diive odvozeny vztah

pro elektrickou intenzitu bodového naboje :



0 r

f18d5 = ff o GorondS = 2 ff 5

Skalarni soucin v Citateli vypocitime pomoci znamého matematického vztahu, se znalosti velikosti

jednotkového vektoru a s vyuzitim geometrickych vztaht (viz obr.) :

7,-dS = 1-dS-cosa = dS'

Tento skalarni soucin tedy vyjadiuje primét plosky dS do roviny kolmé k priivodi¢i v daném misté - a
velikost tohoto priimétu je oznacdena dS .

Dosad’'me zpét do integralu a uvazme, ze diferencialni plosku na vySe uvedené roviné kolmé k privodici
si lze predstavit i na kulové plose poloméru velikosti privodice 7. Pak za integralem vznikl vyraz, ktery

je pfimo podle matematické definice prostorovym tthlem , pod kterym je vidét z mista naboje ploska dS

(a rovn&z ploska dS ). Integral, tj. soudet téchto uhlii pfes uzavienou plochu S , ma potom ziejmé
hodnotu celého prostorového uhlu , tedy 47 steradiant :

[E-d5= 2 fjo5 =20 - ffao- 2 =2

0

Velikost toku elektrické intenzity tedy prekvapivé viibec nezavisi na poloze ndboje O (uvniti plochy S).

2) Dale uvazZme situaci, kdy bodovyv naboj lezi vné plochy S :

Postup vypoctu musi byt zajisté principialné stejny, tzn. za integralem opét vznikne prostorovy uhel

odpovidajici diferencialnimu elementu plochy. Z obrazku vSak vidime, Ze tento prostorovy uhel je vzdy
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spoleény dvéma ploskdm na ,,protilehlych® ¢astech S; a S, dané uzaviené plochy (kromé limitni situace

na tecnach, kdy je samoziejmée tento thel nulovy, viz obr.) :

Integral je ovSem (limitni) soucet, nezalezi tedy na potadi ,,s¢itanci* , a mohu proto scitat — integrovat —

po téchto dvojicich protilehlych ploSek. Uvazme ale jesté, ze vektor ,,dolni* plosky (viz obr.) je protilehly

vektoru intenzity (sviraji thel vétSi nez pravy), a proto je jejich skalarni soucin a tedy i hodnota

prostorového thlu zédporna (a stejné velikd jako pro ,,horni“ plosku) :

Po vytknuti — a tim vlastné aplikujeme uvedené scitdni po dvojicich - tak dostdvdme jednoznacny

vysledek:

e
E-dS = - | (do—-dw) = 0
HEAS = ey

Velikost toku elektrické intenzity uzavienou plochou tedy ani v tomto pfipadu (ndboj vné plochy)

nezavisi na jeho poloze a je vzdy nulova.

Ziskané vysledky nyni zobecnime pro soustavu vice naboju :

Jestlize v prostoru zvolime libovolnou uzavienou plochu, pak jisté néjaké naboje budou uvnitt této plochy
a ostatni zlistanou vn¢ :
Necht tedy uvniti uzaviené plochy jsou naboje : Q;, O,, Qs .....
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A vné této plochy necht’ lezi naboje : Q;°, 0>, O3° ...

Pro kazdy z téchto nadbojii nyni napiseme Gausslv zékon :

ﬁEl.cﬁ _ 9
S €0
ﬁ@.a@ _ &
S €0

|

]!
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S

e war
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|

A vSechny tyto rovnice secteme dohromady , tj. seCteme dohromady jejich levé i pravé strany :

ff (E,+E, +otE +E>.)-dS = gi-(Ql +0r+...)
0

V zavorce na levé strané je soucet intenzit od vSech naboju, tedy intenzita vysledného elektrického pole

celé nasi soustavy ndboju :

E =E +E,+.+E +E,..

Na pravé strané rovnice je ovSem soucet pouze téch nabojl, které lezi ve vnitiku uzaviené plochy, tj.

celkovy ndaboj uvniti plochy S :

Q = Q] +Q2 +...

Dostavame tak obecny vztah :

ﬁE-dE _ L

S €0

Gaussuy zakon elektrostatiky (integralni tvar)

Slovni vyjadrent : Tok vektoru vysledné intenzity elektrostatického pole libovolnou uzavienou plochou je

urcen celkovym ndabojem uvniti této plochy.



Ve skutecnosti jsou ovsem elektrické naboje rozlozeny na riznych télesech uvniti uzaviené plochy —

predpokladejme ihned nejobecnéjsi piipad naboje spojité rozloZzeného s hustotou O v celém vnitinim

objemu V této plochy :

Pak vyjadiime celkovy naboj Q uvniti plochy §':
0 = [[[ do= [[[pav

14 |14
a dosadime ho do Gaussova zakona :

fE-as = L[ pav
S o y

Levou stranu jesté upravime pomoci Gaussovy véty matematiky :
.= 1
[[[divE-av = —-[[[ paV
&
14 oy

Porovnanim obou stran dostaneme rovnost integrovanych funkci :

divE = P

2 Gaussuy zakon elektrostatiky (diferencialni tvar)
0

Pii znalosti smyslu operatoru divergence dobie pochopime, Ze diferencidlni tvar Gaussova zakona

popisuje situaci v daném misté (bodu) elektrického pole, ale méa stejny fyzikalni vyznam jako jeho

integralni tvar - divergence na levé strané piece znamend vytok elektrické intenzity zjednotkového

objemu (tj. ptes plochu obklopujici 1 objem) ........ a na pravé stran¢ je objemova hustota naboje, t.

naboj obsazeny (uvnitf) pravé v tomto jednotkovém objemu.

Jestlize tedy naptiklad né&jaké misto elektrického pole je bez naboji , tj. © =0 , potom je nulova

divergence, tedy :

divE = 0 pole je neziidlové




Ale v piipad¢, Ze v daném mist€ jsou elektrické ndboje , tj. O # 0 , potom oviem bude :

divE # 0 pole je ziidlové

Muzeme proto tvrdit, Ze elektrické ndboje jsou ziidla (zdroje) elektrického pole .

(Vektory vychazejici ze zdroje ovSem v elektrickém poli nepopisuji skutecny mechanicky pohyb hmoty,
jako by tomu bylo v hydrodynamice, v poli proudici tekutiny - jde jen o ,,geometrii* silového pole

v daném misté prostoru.)
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