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Komplexni exponenciala

= Ve spojitem Case
Periodicita, jeji harmonické slozky

= V diskrétnim Case
Periodicita, jeji harmonické slozky

- Priklady
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Harmonicke signaly
= Specialni pripad komplexni exponencialy
= e ryze komplexni (a=jd)

= Spojity cas VS. Diskrétni cas

X(t) = Ae* x[n] = Ae“"
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Obecné — ve spojitem case (C-T)

* Rotujici vektor (Eulertv vztah)

5(8) = Ax /%" = Ax[cos(Q,t+ @) + fsSin(Q 1+ @)]

5(;) “
NN

Komplexni exponenciala



Slozky harmonické funkce

s (t)= Acos(Q, 1+ ¢) = Re|3()]

X

s (1)= Asin(Q 1+ )= Im|3(¢)]

y
d(ty) - pocatecni faze
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Komplexni exp. — spojity cas (C-T)

Zakladni tvar X(t) — eth
Periodicita X(t) = it _ o1 (t+T) _ o iQ0t o IQ0T

Podminka periodicity ejQOT =]1= ejZk” k=0123,.

Vzdy existuje perioda T, ktera spinuje Q. T=2kr
rovnici: °
27
A zékladni perioda T, je: Ty = m Q. #0,k=1
Vysledek ’

Zakladni perioda T, (k=1) existuje vzdy a to
pro jakekoliv Q)
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.. a JeJi harmonicky vazané C-T K.Exp.

Harmonicky vazané spojité (C-T) komplexni exponencialy jsou
vyjadreny takto: .
JKO
D, (t)=¢

Pocet harmonickych slozek k=0,£1+2,...+©

neni omezen, protoze se zvysujicim se t se zkracuje doba periody
a tedy zvysSuje se frekvence signalu

VySSi harmonickeé existuji pro:  jakoukoliv QO

Zaveér
Ve spojitem svete existuje neomezeny pocet vyssich harmogipky
slozek pro jakoukoliv spojitou frekvenci 0
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Komplexni exp. — diskréetni cas (D-T)

. Mé&jme: X(t) = e : spoj.cas
t—nT,
x(n)=x(nT,)=¢e'" : diskrétni cas
o Plati:
w=Q*T, [rad,rad /s, s]
=2xf*T, =271 /f,
kde w [rad] je normovana uhlova frekvence
* Pak X(N) = glon kde n fika &islo generovaného

N=0123.. vzorku K.exp.
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Periodicita diskretni k.exp.

Kritérium periodicity

IOT _ giown _ gion(neN) _ g

Nebo jinak (napf. pouze sin slozky):

Joyn 4 joyN

€
sin(Q nT,)=sin(Q (n+NJT,)=sin(Q nT, +Q NT, )
Podminka vyzaduje resit rovnici:
el =1 = o N=2kz
Coz da:

X :Zﬁk[rad] = perioda: N = 27X [vzorki: |
N ON
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Diskrétni (D-T) k.exp. - zaver

D-T k.exp. NENI periodicka pro véechny @,
D-T k.exp. jsou periodické POUZE pro celo¢iselné nasobky 27,
tji. pouze v pripadé, ze nalezneme k (celoCislené) takove,

aby N (pocet vzorku periody) v rovnici:

K

N =27—— . Dbylocelé islo.
Wy

Tedy: pokud nalezneme k a N jako cela Cisla, rikame, ze diskrétni
(D-T) k.exp. ma periodu N vzorku.

Kdyz k=1, D-T k.exp. ma tzv. ZAKLADNI PERIODU N

Kdyz nalezneme k>1, fikame, ze D-T k.exp.je periodicka, ale ne v
zakladni periodé (tzv.NASOBNA PERIODA).

Kdyz neni mozné nalézt celoCiselné k takove, aby N bylo celé Cislo,
pak rikame ze D-T k.exp. NEMA PERIODU.
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Diskrétni (D-T) k.exp. — ZAVER

= 3 typy diskrétni k.exp.

Harmonicky signal ma ZAKLADNI PERIODU (pro k=1 nalezneme
celoCis. N [vz/periodu], a pro tento signal pak EXISTUJI harmonicky
vazane diskretni (D-T) k.exp. (tzv.vySsSi harmonické). Takovéto signaly
(frekvence) jsou pak vhodné pro pouziti v harmonickych analyzach
(napf. DFT)

Harmonicky signal ma tzv. NASOBNOU PERIODU (tj.1ze nalézt int k>1
takove, ze nalezneme int N [vz./per]). Takovy diskrétni signal je
periodicky pres nasobky zakladni periody — obdobne plati pro vyssi
harmonicke -> V pfipadé, Ze se tato perioda bere jako zakladni, muze
se pouzit v DFT

Harmonicky signal NENi PERIODICKY VUBEC (j.nelze nalézt int k
takove, aby N bylo take celé Cislo). Takovyto diskrétni harmonicky
signal neni periodicky —> NEEXISTUJI vyssi harmonicke slozky ->
takovyto signal neni vhodny pro pouziti v rozkladu DFT
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PFiklady

= Pr.1.
M&me signal: ~ X(n)=sin(0.6n),n=0,1,2,3,..

Existuje perioda?

Resenim rovnice: N=2r k/0.6

Zjistime, ze neexistuje k takové,
aby N bylo celé Cislo.

= Zaver
Tento signal nema periodu a tudiz pro
nej neexistuji ani vyssi harmonické
slozky
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PFiklady

Pr.2:

M&jme signal: x(n)=sin(87zn/31),n=0,1,2,3,..
Otazka: Existuje perioda?
Resenim: N = 272£*31

87

Nalezneme k=4 a N = 31.

Tzn. Ze tento signal je periodicky pfes 4 periody signalu,
poCet vzorku na periodu je 31.

Zaver

Tento signal ma nasobnou periodu pres 4 zakladni periody.
Zakladni perioda je 31/4 = 7.75 [vzorkd] . Tento signal NENI
vhodny jako zakladni perioda pro generovani vyssich harmonicky
slozek pouzivanych v DFT, nicméné muze byt soucCasti.
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/AVER
NE VSECHNY diskrétni harmonické signaly jsou
periodicke

Pro generovani vyssich harmonickych slozek,
potrebujeme nejlépe diskrétni signaly pouze se
ZAKLADNI periodou (k=1)
T).:

) 27K

Wy = @ ‘ =—
0 N | k=1
N

Jinak feéeno: Pro k = 1 dostaneme ZAKLADNI periodu N
diskrétniho harmonického signalu
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ZAVER - pokracovani

Kdyz N je celé Cislo (a existuji tedy vySsi harmonicke), pak tento
pocCet vysSSich harmonickych je omezeny (limitovany).

Dale: 5 2 5
Oy =Ty =T, =Ty = 25 NT; = T, = NT,
TO a)o 27[
kde o, = 2r je zakladni perioda

diskréetniho harmon.signalu

Zakladni perioda T, je rovna pocCtu vzorku N krat Tq

Toto je duvod, pro€ se délka bufferu u DFT bere jako zakladni
perioda signalu.
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ZAVER - pokradovani

Mnozina vysSich harmonickych diskrétniho harm.signalu nebo
jinak D-T k.exp.se popisuje takto:

@ (n)=e ¥ k=0,£1+2,£3,.+(N-1)

ProC€ pouze (N-1) harmonickych slozek? - Periodicita!

Protoze: o )

Jokr M2 E 7 K n NS

Cpn)=e" "M =e Ve N =0, (n)

Tj. V. mnoziné funkci existuje pouze N riznych harmonicky
vazanych diskrétnich komplexnich exponencial

Dy (1), ®4(7),... @ (1)
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Priklad na harmonicky vazane signaly

Méjme diskrétni k.exp (tj.harmonickou funkci) o frekvenci:

oy =y = 2|\7|T = Zg, kde N jsme zvolili N =8
Periodicita? 2k 2k
eriodicita N = 2KT KT o
, 2%
8

Pro k = 1 nalezneme N=8. Takovyto signal ma ZAKLADNI PERIODU
a existuje tedy (N-1), tj. 7 vySSich harmonickych

Pro vySSi harmonické pak dostavame:

@ [n]=e*" =¢ &  k=012.(N-1)
n=012,.(N-1)
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Vycisleni harmonickych slozek

Index Harmonicka | Harmonicka Vypoéet periody Perioda | Celoéiselny index
harmonicke trekvence funkee N m
slozky k @ D, [H] k uréeni periody
0 0 o J0n stejnosmérny signal - -
1 27 2, 2 N=8 | m=l
— g N=m—
8 -
2 A AT dtto N=4 m=1
8
£
&
3 6-’? |‘£Fi - 2{_["- ].6 N = 8 111 = 3
— o 8 N=m—E8=m—
8 T
4 T i . dtto N=2 m=1
— e ¥ =™
5 107 ox, dtto N=8 m=>5
& 8
8
6 12w J.-l-;"'r dtto N=4 m=3
&
8
7 147 Plais dtto N=28 m=7
e 8
S .
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Imaginary Part

Priklad zobrazeni frekvence
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Vysvetleni

Pro danou frekvenci 2%
8

kde k=3 a N=8, dostaneme opet stejneé vzorky po 3
otockach kolem jednotkove kruznice, tj. po vygenerovani
8 vzorku takovéto frekvence

Je zjevné, Ze je to NASOBNA perioda se zakladni
periodou 8/3
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Realna Ccast harmonickych slozek
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Imaginarni cast harmonickych slozek signalu
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= Vice bude o pouziti harmonicky vazanych
diskrétnich komplexnich exponencial
pojednano v kapitole o DF
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