Linearni systémy
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Pojem Cerné skiinky

ﬂl
Predpoklady:

1. Vstup u a vystup y jsou redlna funkce readlné proménné ¢.

2. Vystup y(?) je jednoznacné urcen pribéhem funkce u(z) na
intervalu (- o0,¢], neboli y = Lu (jde o kauzalni systém).

3. Pozorovatel nemé zadnou apriorni informaci o vnitiku c¢erné
skiinky, miize vSak experimentovat se vstupem a sledovat vystup.

4. Na pocatku experimentu (¢ = 0) je cerna skiinka v klidu,
jinymi slovy u(?) = konst na intervalu (- %.0]
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Problém identifikace systému

pred identifikaci po identifikaci

bild Y
skiitika

Problém identifikace systému spociva v odhaleni
mechanismu (operatoru L), ktery transformuje vstup
u(r), te (— 00, t]
na vystup
yr), 1€ (— 00, tl

Cil identifikace je tedy nalézt matematicky popis chovani
systému obvykle za uc¢elem jeho fizeni.

Vlastnosti fizenych soustav

Pro potieby teorie délime fizené systémy na ...

u < y

 Deterministické / stochastické systémy
 Linearni / nelinearni systémy

 Stacionarni (t-invariantni) / nestacionarni
systemy
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Priklad: regulace hladiny v nadrzi

S [m*]
pf'itOk q []113 /s]
g, =q+u u [m’/s]
h
|7 — h+y [m]
S y [m]
—— ¢, odtok
Rovnovazny stav: u =0, y=0 4

Nelinearni popis: Linearizovany model:

dy = (¢, —q,)dt Ty+y=Kyu
s
c=yx
_ g ;qn) [2hg
S 1
g, = 220+ y)g =" K=o

prifez nadrze
konstantni piitok
regulovatelny pritok
hladina pfi u =0
odchylka hladiny od %

zpusobena regulovatelnou
slozkou ptitoku #

vytokovy koeficient
X=ax+bu
y=x
1 K
a= ==y b = —0 = l
T T S

Vysledny model predstavuje
linearni systém 1.fadu!

Linearni stacionarni systémy

V praxi pouzitelna teorie existuje pouze pro linedrni staciondrni systémy ...

u

—

Y

L

y() = Llu(.)]

linearita (princip superpozice)

Yu,u,;vVa,a,:

Loy, () + ayu, ()] = o Llu, ()] + a, Lu,(.)]

U,

u, +u

i 1 TUy
N Wty ]
V2 .
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Dusledky principu superpozice

Véta: Relace vstup-vystup libovolného spojitého linearniho
stacionarniho systému lze vyjadfit ve tvaru

y(t) = j h(t - o)u(r)dr = j h(z)u(t - 7)dr

kde A(?) je tzv. Vahova (neboli 1mpulsn1) funkce systému.

Diikaz:
u(t) u, /6] fo® (@)
) | I
006 k6 (k+ D)o 006 ks (k+D5
S = ifi(t)é =1L u@)= iuifi(t)é Limitnim pfechodem & — 0:

=

y()=L Zu f(6 = ZuL ()5 i h(t—i6)8 y()= ju(r)h(t—r)dr

-0

Konvoluce funkci

Vystup linearniho staciondrniho systému je dan konvoluci vstupni funkce
a védhové funkce systému ...

y(t) = Th(t —Du(r)dr =Th(r)u(t —1)dr=h*u
h(t)u(t—1) t=0 t=T/2 t=T  t=3T/2 t>2T
n .. JLn
S A O B O I

Iniint _J_I_ J1 JTL
(t)[

0 T 2T

o
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Diracuv puls

Diractiv puls je zobecnéna funkce (distribuce) ...

5g(t)
5.(0) 1/(2¢ T Syt =1
—-& gt - E t

[s@-Df()dr= 1)
5(0 = limgao 55 (t) .

© f= T sm _ — £ *
50 - {0 ;3 [sne-or@de="0 )

Dikaz vztahu (*):

%[f(z +hy - f(t)]= ;11“5(1 +h=7)f (D)t - [S(t—7)f (t)dr |=

= T% [6(t+h-0)-5(t-D]f(Ddr >, ()= Ta'(t -7)f(2)dr

Impulsni charakteristika

Impulsni charakteristika je odezva systému na Diractv puls ...

u(t) (o)
1 5.0
o L (1)
e—>0
-c¢& t 0 i
Diraciiv puls Impulsni charakteristika
o) = lirr(} 0.(8) h(t)=L[6(2)]

Problémy: impulsni charakteristika nelze pfimo piesné¢ odméfit nebot
Diractiv puls ma nekone¢nou amplitudu.
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Systémy s jednoduchymi impulsnimi

charakteristikami
zesilova¢ dopravni zpoZdéni
u(?) y(1) = Ku(?) u(t) y(£) = Ku(t - D)

— Ké(») — K&(t-D) ——

u(?) (1) u(f) y(t
— . J_I;
t D ¢

t t
integrator , derivator
u(t) y()=K |u(r)dr u(t) t) = Ku'(t
— Kl [—— ;'; — K&'() _yS ) @

u(t) y(t)|/ u(t)V y(f>l
, ! t

t t I t
Uvnitf bloku je vzdy uvedena pfislusna vahova funkce.

Impulsni charakteristika systému 1.fadu

X=ax+bu, x(0)=x, )] h(t a>0
y=x
u(t) =0(), x,=0 ’
x(t)=e"x, + j e “bu(r)dr  (2) a<0
U 0
x(t)=e"b
M0 = y(0)= b -2 f

Skute¢nost, ze (2) je feseni diferencialni rovnice (1) plyne z nasledujiciho vztahu :
xX(t) —ax(t) =bu(r)
e (%) —ax(t))=d /dt(e “x(t)) = e “bu(t) = e “x(t)= je-”’bu(t)dz +C

x() = e"x, + [ bu(r)dr <J
0
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*Vlastnosti linedrniho systému a
impulsni charakteristika

D1: Systém je kauzani, jestlize h(¢) =0 pro ¢ < 0.
V1: Je-li systém kauzalni, potom jeho relace vstup-vystup je dana vztahem

y(t) = Th(r)u(t —-7)dr =T h(t —tHu(r)dr.

D2: Systém je stabilni ve smyslu ,,omezeny vstup-omezeny vystup®, jestlize odezva
systému na libovolny omezeny vstup je omezend. Jinymi slo vy, jestlize

Vi, IM, <o u(r)| <M, =Vt, IM, <o |y(1) < M,.

V2: Systém je stabilni ve smyslu ,,omezeny vstup-omezeny vystup* prave tehdy,
jestlize »
[Inodr < oo.

(Dokazte!) 0

Prechodova charakteristika

Pfechodova charakteristika je odezva systému na jednotkovy skok.
Stejné jako impulsni charakteristika pln€ popisuje linearni systém ...

u(t
Q) o YOs o)
L
0 t 0 r
Jednotkovy skok Prechodova charakteristika
0 t<0 h
1(¢) = H=L11t)=|h(r)dr
Q) {1 0 g0 =L1() {()

Problémy: Piechodovou charakteristiku lze na systému piimo
odmeéfit. Problémy vsak spocCivaji v zajisténi ustaleného stavu,
nelinearité systému, poruchach, a ¢asto velké casové narocnosti.
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x=ax+bu, x(0)=x,

y=x

x(t)=e"x, + j e “Opl(r)dr
0

x(t) =~ Letp [ =-a"(1-e")b
a

u(t) =1(t), x, =0 -2

Prechodova charakteristika systeému 1.fadu

a<0, b>0

g)=y(0)=-a"(1-e")b

—1/a t

Vyckame ustaleného stavu.
Skokoveé zménime vstup systému.
Zaznamename odezvu systému.
Ptechodovou charakteristiku
vypocteme podle vztahu (*).

5. Meéfeni ptipadné opakujeme v dalsich Yo
pracovnich bodech. Pii plisobeni

poruch je nutné vysledky pramérovat.

> PPN

Uy

g =)=y, /A

u, +A

Postup méfeni prechodové
charakteristiky

¥(0) /

0

(*)
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*Vlastnosti linedrniho systému a
piechodova charakteristika

D1: Systém je staticky (typu 0), jestlize lim|g(?)|< .

D2: Systém je astaticky fadu & (typu & ), jestlize 0 < [im|g@)|/¢* <.

>0

D2: Systém je ryze dynamicky, jestlize g(0) = 0.

staticky systém astaticky systém

,,//

Frekvencni prenos

IO IR I () L(e’™ +e™)=L(2cos(w?)) =
. =H(jw)e’ + H(—jw)e ™™ =
y(0) = [h@u(t - 7)d = JH (ja)|cos(@ + )
u(t) =e’™ =coswyt + jsinw,t = arctgm
N Re H(jw)
() = J.h(z')ej“’O(H)dT U

. L(cos(a)t)) = ‘H(ja))‘ cos(wt+ @)
W =e™ [h(@)e ™ dr

-0

y(t)y=e""H(jo,)
j 1 . Definice: K lexni funkci H(j
L(e/(uot) _ e’“’O’H(]a)O) [3 fm'ce omp e%m' nv ci H(jow) ,
nazyvame frekvenénim pfenosem systému.
. < o Frekvenéni pienos H(jw) je Fourierovou
H(jew,) = Ih(z’)e dr transformaci vahové funkce A(f) systému.

Odezva linearniho systému na harmonicky signal
v ustaleném stavuje opét harmonicky signal.
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* Dikaz vztahu L(cos(et)) = ‘H (j a))‘ cos(wt+ @)

Vyjdeme ze vztahu (viz ptedchozi stranka)
L2cos(@1) = H(jw)e™ + H(=jo)e .
Ozna¢me
H(jw)=a+ jb,

potom
L(2 cos(w t)) =(a+ jb)(coswt+ jsinwt)+(a— jb)(coswt— jsinwt)=

=(acoswt—-bsinwt)+ jlasinwt+bcoswt)+
+(acoswt—bsinwt)— j(asinwt+bcoswt) =
=2(acoswt—bsinmt).

Dale plati
acoswt—bsinwt=ccos(wt+@)=ccoswtcosp —csinwtsing.

Odtud
c=Na*+b* = ‘H(ja))‘

a=ccosg
. = ; :
b=csing tan¢:é:ImH(1w) = qo:arctanImH(]w)
a ReH(jw) Re H(jw)

Dokonceni dikazu je nyni jednoduché.

Frekvenc¢ni charakteristika

Odezva linearniho systému na sinusovy vstup je v ustaleném stavu opét
sinusovy signal
u(t)=asinwt y(t)=bsin(wt+ @) lmT

u(t)
o0 /D :

o K

Problémy: Odméteni frekvencni charakteristiky je casove narocné.
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Laplaceova transformace

Fourierova transformace (komple)agni funkce realné proménné)

H(jo)= [h(t)e ™ dt
existuje (defini¢ni integral konvergl_l?e) pouze pro stabilni systémy ( ]E‘h(z)‘dt <o ).
Napiiklad pro /(¢) =1(¢) (integrator) plati -

H(jow)= I 1(t)e’™'dt =I e’'dr :I coswtdt— jJ‘ sinwt dt
Zo 0 0 0
a oba integraly na pravé strané ziejmeé diverguji. Problém odstranime tak, ze

,nepatrné* zmodifikujeme vahovou funkci 1(¢) . Nahradime ji funkci

—ot

=1 2% = dim, k0 =10),
0 t<0

Nyni obdrzime

j h(t)e " dt = je*‘”e*f””dt = j e Ty = j etdt = — Lo

0 0 0 s

©

0 N

za predpokladu o > 0.

Laplaceova transformace (pokr.1)

Ze stejného dtivodu definujeme jednostrannou Laplaceovu transformaci (komplexni
funkci komplexni proménné) vztahem

H(s)= Th(t)e’“dt = L{n(n)},

kde o =Res >0 je dostatecné velké, aby defini¢ni integral existoval.

D: Laplaceova transformace vahové funkce se nazyva pfenos systému.

systém popis vahova funkce pienos
zesilova¢ (1) = Ku(t) h(t) = K&(t) K
integrator y(t) = ju(r)dr h(t)=1(¢) é
0
derivator y(@) =u'(t) h(t)=0'(t) s
dopr. zpoz. | y(t)=u(t—D) h(t)=6(t—D) e™
1ea | Dey=u mo=10ter L
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Laplaceova transformace (pokr.2)

Laplaceova transformace je vhodna pro feSeni mnoha riznych tuloh. Jeji pouziti
spociva v tom, ze ¢asové funkce transformujeme na jejich obrazy — funkce

v proménné s, manipulaci s nimi vyfesime dany problém v oblasti obrazl a poté
se vratime inverzni Laplaceovou transformaci do ¢asové oblasti.

L {h(t)} =H(s)= J.h(t)e_‘”dt, Laplaceova transformace
0
c+ joo
L'l{H(s)} =h(t) = L J'H(S)eﬂdS. Inverzni Laplaceova
2z oo transformace

t: L S

I feSeni

i obtiZné v oblasti

4 |1 :
s obrazii
feSeni

Inverzni transformaci obvykle nepocitdme podle vyse uvedeného vztahu, ale uzivame slovnik
Laplaceovy transformace (viz dale).

Laplaceova transformace (pokr.3)

Urceni prenosu systému 1.fadu ze skalarni diferencialni rovnice:

Ty() + y(t) = u(1), y(0)=0

L {Ty(t) + y(t)} =L {M(l)} Laplaceovani rovnice.

7L {y(t)}+ L {y(t)} =L {u (1 t)} Uzivame linearitu Laplaceova transformace.

TsY(s)+Y(s)=U(s) Obrazy oznacujeme velkymi pismeny;
obraz derivace viz pozn. dole.

Y (s)(Ts +1)=U(s) P

H(s) = Y(is) 1 Pfenos systému je podil obrazu vystupu

§)= U(s) T Te+1 ku obrazu vstupu pii nulovych pocatecnich

podminkach.

Obraz derivace funkce:

L@} = [ 3(e)e™dt = y(t)e™

: + ST y()e'dt =—y(07) +sY(s) = sY(s)
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Laplaceova transformace (pokr.4)

Reseni diferencialni rovnice 1.¥adu pomoci Laplaceovy transformace:

() + y(0) =10), y(0)=0

L {TJ’(t) + J’(t)} =L {1(1‘)} Laplaceovani rovnice.
7L {y(t)}+ L {y(t)} =L {l(t)} Uzivame linearitu Laplaceovy transformace.
TsY(s)+Y(s)= 1 Obraz fce 1(s) je 1/s.
s
¥(s) 1 1 T Vysledny obraz rozlozime na parcialni
S)= = ——
s(Ts+1) s Ts+1 zlomky.

1 T Navrat do Gasové oblasti.
-1 -1 -1
L {Y (s )} =L {S} -L { } Inverzni Lapl. transf. je téZ linearni.

Ts+1
Viz slovnik Laplaceovy transformace.

t

_oT > Vysledek - feseni dif. rovnice.

(1) = l1-e t>0 y
0 t<0

Zakladni vlastnosti Laplaceovy transformace

L{af(t)+B2(t)} = aF(s)+ BG(s)
L{f @)} =sF(s)- £(0)

L[, re )dr} U

L{ir ()} = ——F(s)

L{e’”‘f } F(s+a)
L{f(at)}:;F(s/a), a>0

im f(6) = lim sF(s)
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Slovnik (pokr.5)

Tabulka Laplaceovych obrazi o(1)
pro nejjednodussi funkce: 1)

sinwt
coswt
e “sinwt

e cosmt

—_
N‘,_ © | =

S @

Ss+a

sS+ o’

(s+a)’ + o’

s+a
(s+a) + o’
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