1. Prednaska

Obsah: Uvod do tvorby matematickych modeld jako okrajové tilohy pro diferencialni rovnici.
Piiklad 1D vedeni tepla a linedrni pruznost.
Diferenciadlni, variacni, energeticka formulace tloh.
Klasické, slabé reseni.
Prechody mezi fesenimi.
Jednoznacnost slabého teSeni, zavislost slabého feseni na vstupnich datech.
Problematika existence feseni a tplnych prostort.

Uvod:

e Matematické modelovani vychazi z urceni zdkladnich kvantifikovatelnych veli¢in, které
charakterizuji danou fyzikalni situaci.

e Matematicky model je vyvofen témito velicinami a vztahy mezi nimi, které jsou casto
formulované za zjednodusujicich predpokladi (zanedbani méné vyznamnych souvislosti).
Mize byt formulovan jako soustava rovnic a nerovnic.

e Okrajové nebo pocatecné-okrajové diferencialni rovnice.

e Piesné feSeni lze nalézt jen ve velmi specifickém piipadé (které c¢asto slouzi i jako tes-
tovaci piiklad pro numerické metody) a musime tedy hledat numerické feSeni (pomoci
numerickych metod - MKP).

— Presné feseni dané fyzikalni situace wu.

— Ptesné feSeni matematického modelu (pokud je jediné) wuy,.

— Pfesné feseni zjednoduseného matematického modelu (napt. linearizace) ;.
— Presné feseni diskretizovaného modelu up.

— Numerické (pfiblizné) feseni diskretizovaného modelu v kone¢né aritmetice (pocitac)
uN.

— Chyba u — uy, Uy — un.

e Eliptické parcidlni diferencidlni rovnice 2. radu:

Atgy + 2Bugy + Cuyy +--- =0,
kde predpokladam ug, = uy,.
A B
0 = det [ B C } ,

0 > 0 eliptické rovnice, 6 = 0 parabolické rovnice, 6 < 0 hyperbolické rovnice.

Priklad: Laplaceova rovnice

—Au=0, na QeR?
u=1u, na ['=0Q (nehomogenni Dirichletova OP)

_ d%u 9%u
T Au= Gt G

— r1esenim jsou harmonické funkce,

— koncentrace urcité veliciny v rovnovdze (teplota, chem. koncentrace),



— tvar membrdany upevnéné v ramecku (homogenni Dirichletova OP),

— rozloZeni teploty na homogenni desce pri dangjch teplotach na krajich,

—-0=1.

Jednorozmérné modely:

e Linedrni stacionarni model vedeni tepla 4+ zobecnéni, matematicky model linedrni pruz-
nosti.

e Okrajové ulohy pro diferencidlni rovnici 2. fadu.

Vedeni tepla:
e Rozlozeni teploty v tyéi délky [ s pfi¢nym fezem K = K (x) = konst. o obsahu |K| = k.
e Materiél charakterizovany koeficientem tepelné vodivosti k& [Wm ™1 K~!],

e Ty¢ je tepelné izolovana po celém obvodovém plasti, tj. teplota je konstantni v kazdém
pri¢cném ftezu.

‘/ K(z) ’I
Veli¢iny: Teplota u = u(x) [K]. 20 R R Rt
Teplotni spad ¢ = () [Km 1. 1 \
Tepelny tok 7 = 7(z) [Wm™2). R R
0 l x
Vztahy: Fouriertiv zakon: 7(z) = —k(x)e(z), k = k(x) > 0.
Teplotni spad: g(xy) = lim ”h]z*" 2 — o/ (z)) = u(x)
hf)0+ u(z+h)—u(x) / /
e(z_) = hli,%l— - =u'(z ) =u(x)
Rozhrani materidlia: e(z_) # e(xy).

Tepelné zdroje: v tseku (xq, x2) je za jednotku ¢asu vyvijeno teplo

)
Q(z1,29) = [ kf(x)dx, kde f je hustota tepelného zdroje.

1

Pitklad: Q(w1, z2) = RI*(xo — x1) - teplo pii prichodu elektrického
proudu drdatem, R - odpor, I - el. proud.

~

Okrajové podminky: na levém konci udrzujeme konstantni teplotu 4, tj. u(0) = 4,

A

na pravém konci je dan tepelny tok 7, tj. —ku/(l) = 7.

Bilan¢ni formulace: Necht (x,z5) € (0,1), potom plati bilance toki skrz hranici a zdroje:

Z2
kT(x1) — RT(22) + //ﬂf(f) d¢ =0, Y(x1,29) C (0,1).
z1
Diferencidlni formulace (limitni pfechod):
—(ku'(2)) = f(z), VreQ=(0,1)
u(0) =, Dirichletova OP

—ku'(l) =7, Neumannova OP



Jiné OP: Izolovany konec: & = 0 (homogenni Dirichletova OP).

A~

Podminka pfestupu tepla: —ku'(l) = afu(l) — U] (Newtonova, Robinova OP),

kde U je teplota vnéjsiho prostiedi, o koeficient prestupu tepla.

Piiklad: f(z) = f = konst., k = konst.

—ku'(x)=f, VeeQ=(0,1)

—/{ZU/<O> - A1
—ku'(l) = 7
/
/! _ _ 4
u'(x) = —ix +C
k
u(z) = —%xQ + Ciz + Oy
/ A 7A_l
—ku (0) = —]{701 =T —>01 = —E
—k‘u’(l) = —f —kCy =17 —C) = _T2k+ f
1. C1 #C4, ty. =11 # —To + f — Zadné Teseni
2. C; = Cy, t. -7 = -7y + f — nekonecnée mmnoho
u(x) = —La? - Lz +Cy, Cr R

Tesent:

Jiné DR: Prestup tepla obvodovym plastém:

— (k! (2)) + kou = f(z) + kU, VreQ=/(0,)

ko = %2, w je obvod fezu
K
Sifeni tepla konvekeci:

— (k' (2)) + ep(pu) = f(z) + koU, Ve Q=(0,1),
pohyb prostiedi rychlosti p = p(z) v kazdém fezu je stejna,
¢ je mérné teplo, p hustota prostiedi.

Linearni pruznost:
e Ty¢ délky [ s pticnym fezem K = K(x) = konst. o obsahu |K| = k.
e Material charakterizovany (Youngovym) modulem pruznosti F [Pa.
Veli¢iny: Posunuti v = u(x) [m

|-
Deformace ¢ = ¢(z) bezrozmeérna.
Napéti 7 = 7(z) [Pal.

8~

Vztahy: Hookuv zakon: 7(z) = E(z)e(x).

Deformace:  e(xy) = hli}r(r)l+ w =u'(xy) = ().
E((E_) _ hlirél_ U(z+hf)L_U(z) _ u’(x_) _ u’(x)



Objemova sila: ptisobeni na tGsek(zy, xs)
2

F(x1,29) = [ kf(x)dz, kde f je hustota objemové sily.

x1
Priklad: f(x) = p(z)g, p(x) je hustota, g je gravitacni konstanta.
Okrajové podminky: na levém konci je ty¢ pevné zafixovana, tj. u(0) = 0,
na pravém konci pisobi tah nebo tlak o velikosti 7, tj. Eu/(l) = 7.

Diferencialni formulace:

~(Bé@) = f), Ve =(0,1)
u(0) =0, Dirichletova OP
Eu/(l) =7, Neumannova OP

e linearita X nelinearita

— Vstupni data: f, u, 7.

— Linearita zobrazeni (lohy) (f,a,7) — u, tj.
pokud u; a uy jsou FeSeni odpovidajici vstupnim datim (fy,ud1,71) a (fe, U2, T2),
potom uy + us je FeSeni odpovidajici (fi + fo, Uy + U, 71 + T2)
a cup (c € R) je feSeni odpovidajici datim (cfy, ctiy, c7q).

— Nelinearita: napt. k = k(u) = k(x,u(z)) — linearizace, itera¢ni postupy.
e Nespojita vstupni data, heterogenni materidlové prostiedi:

— Spojitost funkce f, feSeni u, v/, u”, koeficientu k, k.

— Nespojitost napt. v f - skok v bodé &: feSeni diferencidlni rovnice na dvou samostat-
nych ¢astech (0,¢) a (&,1) a podminky prechodu:

lim u(z) = lim u(zx),
T—E_ €4

lim —ku'(z) = lim —ku'(z).

x—€_ T—€4

— Vede k obecnéjsimu chapani reSeni okrajové tlohy.
Variac¢ni formulace:
e Minimum energie, rovnost praci.
e Diferencialni formulace: Uloha najit u € C%({(0,1)) tak, aby

(ki (2)) = f(z), Vo EQ=(0,1)
u(0) = u, hlavni OP
—ku'(l) =7, prirozena OP
e Linearni prostor U:
— funkce definované a spojité na (0, 1),

— po &astech hladké, tj. u € C1(&_1,&) pro né&jaké 0 =& < & ... &1 < Em =1,

4



— omezend prvni derivace, tj. |v/(z)] < K Vo € (§-1,&),i=1,...,m
e Mnozina testovacich funkeci (v mechanice mnozina virtualnich posunuti):

V={veU:v(x)=0 Vrelp}, napt. I'p={0}.

e Mnozina pripustnych funkeci

Up={ueU:u(x)=u Vrelp}, mnapf. I'p={0}.

e Prendsobeni DR testovaci funkci, integrovani pres oblast Q2 = (0,1)

@) = fa) fo [ [do

l

/ (ku') vdx—/fvdx

0

e Per partes, dosazeni OP — varia¢ni identita:

I I
— [k:u’v]é +/k‘u'v' dr = /fv dx
0 0

l l

/ku’v’ dr = /fv dx + ku'(1) v(l) — ku'(0) v(0)
g ] M Ry

l

l
//{;u'v' dr = /fv dx —71v(l) Yv eV,
0

0
a(u,v) =b(v), YveV.

e Pokud k£ a f jsou po ¢astech spojité a omezené, potom a : U x U - R ab: U — R jsou
definované na celém U.
Jiné lohy:
e DR: Uloha najit u € C?((0,1)) tak, aby
f(z), VzeQ=/(0,)
u(0) =0,
a(u(l) = 0).
VR: Uloha najit v € Up tak, aby
!

I
/k‘u’v dr + au(l)v(l) = /fvdx— alv(l), YweV
0

0

J/

-~

a(u,v) bzg)

Up=V={ueU:u(0) =0}

3



e DR: Uloha najit u € C%({0,1)) tak, aby

—(ku'(2)) + pu’ = f(x), YreQ=/(0,1)
u(0) =0,
u(l) = 0.

VR: Uloha najit u € Up tak, aby

I I
/(ku'v/ + pu'v) dz = /fv de, YveV
0 0

~ "
a(u,v) b(v)

Up=V={ueU:u(0)=0,u(l)=0}

e DR: Uloha najit u € C?((0,1)) tak, aby

—(ku'(x)) + qu = f(z), VreQ=/(0,])
u(0) =0,
u(l) = 0.

VR: Uloha najit v € Up tak, aby

I I
/(ku’v/—l—quv)dx:/fvdx, YoeV
0 0

P "
a(u,v) b(v)

Up=V={ueU:u(0)=0,u(l) =0}
qu je reaktivni ¢len (napf¥. prisun tepla chemickou reakei).
Vlastnosti a(u,v), b(v):

e Linearita: U je linedrni prostor, a(u,v) budeme nazyvat bilinedrni formou a b(v) li-
nedrnim funkcionalem, pokud jsou zobrazeni a, b linedrni v kazdém argumentu, tj. pro
libovolné uy, us, v1,v9 € U a ay, an € R plati

a(aquy + agug, v) = aga(ug, v) + azalug, v),
a(u, vy + aovs) = aralu, vy) + asa(u, vo),
b(Oqu + 052?]2) = alb(vl) + OéQb(UQ).

Priklad: z

!
a(u,v) = //{:u'v'dx, b(v) = /fvdx —7v(l)
0 0
! ! !
a(aui+asus, v) = /k:(ozlulJrozqu)'v'dx = &1/k:u/1v'dx+oz1/k:u'21/dx = aya(ur, v)+asal(us, v)
0 0 0
! ! !

a(u, agv;+anvy) = /ku'(a1v1+a2v2)’dx:al/ku’v’ldxqtozl/k‘u’v;dx = aya(u, v)+asa(u, vs)
0 0 0



l

b(aivy + agvy) = /f(awl + agug)dr — T(aqv1 (1) + aswa(l)) = al(/ forde — 7oe(1)) + ag(/ fuadx — Tuo(1))
= a1b(v1) + azb(v)

e Symetrie: Bilinedrni forma a(u,v) je symetrickd, pokud

a(u,v) = a(v,u) Yu,v e U.

Priklad: l

I
a(u,v) = /kzu’v’dm = /kv’u’dw =a(v,u) Yu,velU
0 0
Priklad:

I

Ju,v € U : a(u,v) /kuv + pu'v dx;é/kvu + pv'u)dx = a(v,u)
0

e Nezipornost (pozitivni semidefinitnost): a(u,u) > 0, Yu € U.

Priklad:

I
a(u,u) = /k(u’)de pro k>ko>0VueU
0

e V-elipticita (pozitivni definitnost): abstraktni verze energie
= [lull5, = S{[UQ + (W) dx = [Jul |3 + [Jv/[]3,

— existuje konstanta m > 0 takovd, ze m|[v|[3, < a(v,v) Yo € V.

Priklad: a(u,v) u'v' + quv)dx

O\N

l
o(0,0) = [(B0/P + @?)ds = minflua) [(@) +02)de = mllo], vo € v
0

!
Priklad: a(u,v) = [ ku'v'dx
0

I I I
30 <ko<k:alv,v)= /k(v')2dx > ko /(U/)let = ako/ *dar+ko(1—a / Yde > ..., YveV
0

[e=]
[e=]
[e=]




(V'(2))*dz  WYweV
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2 , 2
> ok /Ude+ko(1—a) /(U/ydx > min{aky . k0(1_a)}/ [0? + (v')?] dz = m][o||2,, Yo e V
0
o Omezenost:

— Existuje konstanta M > 0, pro kterou plati: |a(u,v)| < M||ul|21]|v]|2.1-
— Existuje konstanta B > 0 takové, ze |b(v)| < B||v]|2.1-

I
Priklad:  a(u,v) = [ ku'v'dx
0

! ! ! !
/ ku'v'dz| < max (k) / v'dx < max (k) / "2dx / N2dx <
2€(0,) e (0,1)
0 0 0 0

[ AN J/
-~ -~

[1w']]2,0 [[v']]2,0

l l
< max (k / 2+ 2] d / 12+ 02 da = M| Julla | 0] 21
0 0

xE(Ol

(. AN /

[lull2,1 [[v]]2,1

Priklad: b(v ffvdx — 7ou(l)

I I
A
/fvdx—%v(l) < /fvdx +|=7o()| < ... YveV
0 0

! ! !
C.—8.

/fvd:c < /de:U /U2dx < B, / [v2 4 (v')?] dx = Byl||v]|21 Yo € V

0 0 0

AN

-~
Hfl\z 0 ||U||2 0 [[v]l2,1



l l
—o()| < |7 /1.'1)’(35)6[35 < | [ 122 /(v’)%ix < [ VI|[o]]as Vo € V
0 0

0

N J/ J/
—~ N

Vi [1v']]2,0

o < By [vllan + |7 VI[l]oa < max{ By, VI|7[}[v]|21 = Bl[v||21

Energeticka formulace:

Pokud a je bilinedrni, symetricka a pozitivné definitni forma na U x U, pak definuje skalarni
soucin a tedy i normu ||ul|, = ||u||g = \Va(u,u) - energetickd norma.

Energeticky funkciondl pro bilinearni formu a a linearni funkcional b:
J:U—=RY J= %a(u,u) — b(u)
EF: Uloha najit u € Up tak, aby
J(u) = min{J(w) : w € Up}.

Reseni tloh:

Definice (klasické Feseni): Nechl k € C'(0,1), f je na (0,1) omezend, 4,7 € R. Klasickym
resenim okrajove ulohy
—(ku'(z))" = f(z), VzeQ=(0,)

nazveme takovou funkci u € C%(0,1), kterd splriuje danou diferencidlni rovnici a okrajové pod-
minky.

Definice (slabé feSeni): Necht k, f jsou po cdstech spojité a omezené, u,7 € R. Potom
zobecnénym (slabym) TeSenim okrajové ilohy

—(ku'(2)) = f(z), Ve Q=/(0,])

a(u,v) =b(v), YvelV.

kde Up = {u € U : u(0) = 4} nazgvdme prostorem pripustnych funkci a prostor V.= {v € U :
v(0) = 0} nazyvame prostorem testovacich funkci.

9



Véta: Predpoklidejme, Ze bilinedrni forma a je symetrickd a nezdpornd. Potom u je zobec-
nénym resenim okrajove ulohy, tj.

u € Up,
a(u,v) = b(v), YveV.

prave tehdy, kdyz plati
u € Up,

J(u) = min{J(w) : w € Up}
kde J:U — R, J(v) = 3a(v,v) — b(v) je energeticky funkciondl.

Véta: Je-li u klasické resent, je i slabym Tesenim.

C*(Q) c CHQ) C U(Q).

Poznamka: Ulohu lze pieformulovat (pokud chceme stejné prostory pifpustnych a testovacich
funkei)

Zvolime u € Up,

Uy € V,
a(ug,v) = b(v) — a(t,v) =bp(v), YveV.

Jednoznac¢nost slabého reseni:

Véta: Necht a je V-eliptickd (pozitivné definitni) bilinedrni forma, potom existuje nejugse jedno
slabé resent ulohy
u € Up,
a(u,v) =b(v), YveV.

Dikaz: Necht uy € Up, us € Up jsou 1esent, potom uy — ug € V,
Plati (volim v =u; —us € V)

a(uy, uy — ug) = b(ug — usg)
a(ug, up — ug) = b(u; — usg)
a(uy,u; — ug) — a(ug, uy — ug) = b(ug — ug) — b(ug —ug) =0

b
a(uy — ug,ug —ug) =0

V-elipticita: a(uy — ug, uy — ug) > mllus — us|[3,, prom >0

Juy — uo|f3, =0

U1 = U2

10



Spojita zavislost slabého reseni na datech:

Véta: Necht u je slabé teseni ulohy (a je V-eliptickd (pozitivné definitni) bilinedrni forma a b
je linedrni omezeny funkciondl)

—(ku'(2))'
u(0)
—ku'(1)

f(z), VzeQ=1(0,1)

I
>

Y

7.

Oznacéme uy TeSent ulohy pro vstupni data fi, 71, U a us Teseni ulohy pro vstupni data fs, To,
u, potom existuje konstanta C takova, Ze

Jur = ugll2n < C(||fr = follzo + 171 — T2|) -

Diikaz: l
u € Up: alug,v) = /flvdx —7no(l) YweV
0

!
us € Up @ alug,v) = /fgvdx —Tnu(l) YveV
0

I
a(u; — ug,v) = /(f1 — fo)vdx — (71 — T2)v(l) YveV
0

volimv=u; —us € V:
!

alug — ug, uy — us) = /(f1 — fo)(ur —ug)dr — (71 — 7o) (us (1) — ua(l))

0

V-elipticita a: m|juy; — us||3, < a(ur — ug, uy — uy)

l
Omezenost b: |b(v)| = J fode| + [FoD)] < (| £ll2ol o]l + 171V V]|
0

flfvdaf - %U(l)‘ <
0

m||uy — U2H§,1 < alur — ug, ur — ug) < ||f1 — fall20]|ur — ual|21 + |71 — # V[ — usl]1,2

1 . .
= wslla < — (112 = follao + 171 = 2IVI) < C (112 = fallao + 171 — 7]

Véta: Necht u je slabé feseni ulohy (a je V-eliptickd (pozitivné definitni) bilinedrni forma a b
je linedrni omezeny funkciondl)

—(ku'(z))
u(0)
—ku'(1)

f(z), VxeQ=(0,])

>

)
7.

Pokud uy je teseni odpovidajict vstupnim datim f, 7, Uy, us je 7eSeni odpovidajici vstupnim
datim f, 7, 4y a ty € Up, tj. u1(0) = Gy, Uy € Up, tj. 42(0) = ty. Potom existuje konstanta C
takova, Ze

||U1 — u2||2’1 S C’lnf{Hﬂl - ?12“2’1 . 121,712 & U, ?11(0) = ’lALl,INLQ(O) == /&2}
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Diikaz: Zvolim u, € U},

G,UNQGU%.'
w =u;+wy, w €V: alw,v)="0bwv)—
Uy = Uy + Wo, wy €V :

9 V —elip.
m||w1—w2||271 <

|Jwy — w,

omez.
a(wl—w2,w1—w2):a(dl—dg,wl—wg) < M||2Zl—u~2||271||w1—w2||271

91 < —|Juy — 2|21
m

[Jug—usl|2.1 = |[dr1+wy —ta—ws||21 < ||d1—1a||21+]|wi—ws||21 < ‘|U~1—7~32H2,1+E|W1—”J2||2,1 < C||uy—al]2.1

Existence slabého reSeni:
Existence slabého teSeni tilohy

ueV,

a(u,v) =bp(v), YveV.
& existence minima funkcionalu

ueV,

Jp(u) = min Jp(v),

veV JD <U)
1. Jp je zdola omezeny funkciondl.

5@(1},1}) —bp(v).

N =

Dikaz: Jp je zdola omezeny, tj. 3 in‘f/ Jp(v) = pu > —o0,
ve
Jp(v)

——

V —elipticita a

a(v,v) =bp(v) 2 Sl = Bollvllay > min (3mt* = Bpt) = ...

omezenost b

f(t) =12mt* — Bpt
f'(t)=mt — Bp =0

Staciondrni bod: t = B2

f'(t) =m >0 — staciondrni bod je bod minima

1 B2 B2 B?
———D——D———D:u>—oo
2m m m
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2. Minimalizujici posloupnost je Cauchyovska (splituje Bolzanovu-Cauchyovu podminku).

Diikaz: Fxistuje infimum — existuje minimalizujici posloupnost.
Definujeme minimalizujict poslouplnost: {v,} C V tak, Ze J(v,) < p+ %

V —elip.
millvm —vnll3: < a(Vm — Vs U — Un) = a(Umy V) — (U0, V) — @V, Un) + AV, )

[+a(Vm, Um) — a(V, V) + a(Vn, v) — alvy, v,)] =
= 2a(Vpm, V) + 2a(Vy, vy) — a(Vn, Uy + 03) — a(Vpn, Uy + 0) =
= 2a(Vpm, Um) — 4bp(vm) + 2a(vp, vn) — 4bp (V) — a(Vyy + Vp,y Uy + V) + 4bp (U, + v,) = . ..

Um + Upn 1 Um + Un U + Up Um + Upn
_ — _]|= —b —
i (1512) = =8 g (5 ) o ()

111 1
= —8§§§a(vm + Uy Uy + U) + 8§bD(vm +v,) =

= —a(Vm + Vp, Uy + V) + 4bp (v, + vy)

4 Ea(vm, o) — bD(vm)} 14 Ba(vn, o) — bD(vn)} —8Jp (“m il “") _

:UM%J+&5@@—&5<@”;%)§.”

Jp (Um;—vn> > i infimum

—8J) (”’" +U"> < —8u

2

1 1 4
---§4(u+—)+4<u+—)—8u=—+—§—+—
m n n

2

M|V, — Un”%,l > —

2
ming

— Ing € N:Ve >0 |Jvm — a5, < < ¢ — Cauchyovskd posloupnost.

3. Jp je spojity.

Dikaz: Jp je spojity: w — v, potom Jp(u) — Jp(v)
l|lu — |21 — 0, potom |Jp(u) — Jp(v)| = 0
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n () — Jp(0)] = |2au, u) — bp(u) — ;a(v,v) 4+ bp()

2

- ; ‘(\/a(u,u) + \/a(v,v)) <\/G(U>U) - \/&(U,U))’ + |bp(u) —bp(v)| < ...

ekviv.norem
Va(uu) =|lullp < VM|ulf2,
ekviv.norem

Va,o)=llle < VM|l
b (w) = bp(v)| = [bp(u—v)]
a(lu —v,u—v) > alu,u) + a(v,v) — 2a(u,v) CES‘ a(u,u) + a(v,v) — 2v/a(u, u)\/a(v,v) =
= (Va(u,u) = Va(v,v))?
— Valu,u) —a(v,v) < Valu—v,u—v) < VM|ju—v||2s

1
o < oM ([Julloa + lvll2) [lu = vll20 + Bollu = v]24
Pokud ||u — v||21 — 0 potom |Jp(u) — Jp(v)] = 0
4. Prostor V neni aplny — zuplnéni — existence reSeni.

Definice: Ziplnénim prostoru C(2) v integralni normé ||u||, = ,/ [ |u(x)|P dz je prostor L, ()
Q

Definice: Ziplnénim prostoru C*(Q) nebo U(Q) v integrdlni normé ||ul|a,1 je Soboleviv prostor
HY(Q).

HY(Q) ={v € Ly(Q) : v € Ly(Q)} ' je zobecnéna derivace

Definice(zobecnénd derivace): Zobecnénd derivace v' = w je funkce, pro kterou plati

/wgodx:—/vgo'dx Vo € C5° ()

Q Q

Poznamka: Zobecnénd derivace je definovana jako variac¢ni identita, ne bodové.

Definice(slabé FeSeni): Slabym Fesenim nazveme u € HAL(Q), resp. w € Hy, takové, Ze u =
up +w, kde up € H}, () je predem zvolend funkce

a(w,v) = bp(v) = b(v) — a(up,v) Vv € H,

Véta (Laxova-Milgramova): Pokud a je V-eliptickd, omezend bilinedrni forma a b je ome-
zeny linedrni funkciondl na H{, potom existuje prdvé jedno slabé redeni. Navic plati
B |b(v)]

1
lullog < =[]l < —, kde [[b]| = sup
m m w0 [[v

2,1

Poznamka: V dovozeni byla predpokladana navic symetrickd forma. Tento pozadavek neni
nutny a dikaz lze jednoduse provést pomoci Riezsovy véty o reprezentaci.

14
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Regularita slabého reseni:

Lemma (du Bois Reymondovo): Necht v € L(Q2) a plati
/ugpda: =0 Vye ().
Q

Potom u = 0 skoro vsude na Q). Pokud navic u € C(Q2), potom u = 0 ve vsech bodech S.
Poznamka: Pokud budou data tlohy hladsi (lepsi), bude feSeni také hladsi (tj. klasické)?

Slabé feSeni: u € Up :

l

I
/ku'v'dm = /fvdx —7v(l) Vv e Hy(0,1)
0

0

pouzijeme jen testovaci funkce nulové na hranici a predpoklad, Zze dodatecné derivace existuji
(dostatecné regularni feseni):

I
/((ku’)/ + flvdz =0

a plati, ze (ku')'+f = 0s.v. na (0, 1), pokud by byla funkce, (ku’)'+ f spojita, potom (ku')'+f =
0 bodové (vSude na (0,1)), jde o klasické feSeni.
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Zaklady funkcionalni analyzy:

Linedrni prostor: Linearnim prostorem U nazveme libovolnou mnozinu (vektort, funkci) na
které jsou definovany operace s¢itani, nasobeni skaldrem s nasledujicimi vlastnostmi:

e xt+ty=y—+uzx Vr,yeU,
o (z4+y)+z=a+y+2),Vr,y,z €U,

e a(r+y)=ar+ay,Vr,y e U, a € R,

d0: x4+0=2z,Vr e U,

Vr I(—z): z+ (—x) =0,

(a+ B)x = ax + Pz, Ve € U, Vo, 5 € R,

a(fz) = (af)x, Ve € U, Ya, f € R,

l.x =2, Vo e U,
e 0.z =0,V eU.
Norma: Nezéporna funkce ||z|| s nasledujicimi vlastnostmi:

o ||z]| >0, ||z]| =0 2=0,Vz e U,

|laz|| = |all|z]], Vo € U, Va € R,

||z +yll < [l + llyll, Yo,y € U.

Linearni prostor U s definovanou normou ||u|| je linearni normovany prostor.

[lulloo = maxu(z)],

IMMZJWWHM,

lully = | o)l s e = oo = [l as] -

Q

lullaa = | 107+ (] ds] "

lulla = l[ulle = Va(u, ).

1/2
Seminorma: |ufy; = [f[(u’)ﬂ dx} , nespiiyje |uls; =0 < u = 0.
Q

Skalarni soucin: Symetrickd bilinearni forma (u,v) : U x U — R, po kterou plati

o (u,u) >0, (u,u) =0 u=0,vVueU.

o |lull = V(ww).
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Cauchy-Schwarzova nerovnost: |(u,v)| < ||ul|||v]].

Ekvivalence norem: 3m > 0 a M > 0, takové, ze Vu € U plati
vmllullan < |lulla < VM|[ul]o1.
e Systém vsSech otevienych i uzavienych mnozin je v obou normach stejny.
e Kazda posloupnost je zaroven konvergentni nebo divergentni v obou normach.
e Kazdé posloupnost je nebo neni Cauchyovskd v obou norméch.

Cauchyovska posloupnost (Bolzanova-Cauchyova podminka): (nutnd podminka kon-
vergence)

Definice: Rekneme, Ze posloupnost {a,}°2, je Cauchyovskd, jestlize Ve > 0 Ing € N tak, Ze
Vm,n > ng je ||am — anll2n < €

Lemma: KaZdd konvergenini posloupnost je Cauchyovska.

Definice: Prostor X nazveme uplny, jestlize kazda Cauchyovskd posloupnost je konvergentni.
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2. Prednaska

Obsah: Ritz-Galerkinova metoda + ptiklad.
Diskretizacni chyba.
Apriorni a aposteriorni odhady.

Metoda kone¢nych prvku: Ritzova-Galerkinova metoda:

e Obecné déleni 7, oblasti Q = (0,1), e; = (x;, x;11) délky nejvyse h, tj. |z;41 —x;| < h.

0.01 T T T T T T

0.005 —

-0.005 —

e U(1,) = Uy mnozina spojitych funkei na Q = (0, 1) a linedrnich na kazdém z intervali

e; €. Uy Cc H'.

e UP mnozina funkei z U, splijici Dirichletovu OP - mnoZina p¥ipustnych funkei.

UP c Hyp,.

e 1, mnozina funkci z U, které spliuji homogenni Dirichletovu podminku, mnozina

testovacich funkel. Vj, C HY..
e Bézové prvky prostoru ¢(x) € Uy:

1i=j

e Napriklad:

To — T
x € (X1, T3),
¢1(x) = hy
0 jinde,
° ;fil T € (Ti_1,Ti)
¢i(x) = x”;l_ T re (ri,zipa), ' 2,
0 jinde,



09

08

07

06

05

PPN

04

03r

02r

01

N
Kazda funkce up(x) € Uy, lze vyjadiit ve tvaru: up(z) = > u;di(x).
i=1

I ={1,..., N} mnozina indext, Ip = {i : z; € I'p}, kde I'p hranice, kde je zadana
Dirichletova okrajova podminka, je mnozina indext piislusnych k Dirichletové OP,
Iy =1-—1Ip.

op(x) = > Upor(z), kde 4y, je zadand hodnota Dirichletovy OP v x € T'p.
kelp

Potom kazdou funkci uy(x) € UP Ize vyjadiit ve tvaru uy,(z) = ¢p(x) + >, uidi(w).

i€ly

Kazdou funkci v, € V}, lze vyjadiit ve tvaru vp(z) = > v;¢;(x). Funkee ¢;, pro
i€ly
1 € Iy, jsou bazové funkce prostoru V,.

Méjme tlohu (a je bilinearni, symetricka, V-elipticka)

u € Hj,
a(u,v) = b(v), Yv e Hy,
<~
u € Hj,
J(u) = min{J(w) : w € Hp}.



o U, =span{¢;,i =1,...,N}.
e Konecné-dimenzionalni aproximace nekonec¢né-dimenzionalnich prostort
UP = ¢p +span{¢;,i € Iy} C H}),
Vi, = span{¢;,i € Iy} C Hy,
e Piiblizné feSeni lze definovat jako feSeni nasledujici tlohy:

up € Lﬁ?

Galerkinova metoda
a(uh,vh) ::b(vh), Vvh c L%,

<~
up, € U,? Ritzova metoda
J(up) = min{J(wy,) : wy € UP}.
Galerkinova metoda: postupné za v, volim postupné vsechny bazové funkce

a(un, ¢i) = b(¢), Vi€ ly,

a(pp(r) + Y uie(x), ¢i()) = b(i(x)), Vi€ Iy,

JjE€ly

a(¢p, ¢i) + Z uja(g;, ¢i) = b(¢i), Vi€ ly,

Jjelv

> " wia(g;, ¢) = b(¢i) — a(dp, ¢:) = bp(y),

Vi € Iy,
Jelv

Au = b.
Priklad:

Modelova tloha (naivni pFistup):



Volba diskretizace sité a baze: .
1—3z, z€(0,=),

¢1(z) = 3
0, jinde,
¢ 1 1t
3ZL', xr &€ <O, §>, 0ol
G2(r) = 43 _ ¢ 11 o8l
_ c (= = ol
'/L‘7 x <37 2>7 I
0, jinde, il -
( 11 f-fi
6x — 2) € 9 al L
x T (3 2> s
N 1 0z
¢s(w) = 2—2x, x € (5,1>, ol
\0’ jinde, D_x1TD . . W =B s iR

1
20 —1 z € (3,1),

0 jinde.
Priblizné feSeni hledam ve tvaru

Ga(z) =

up(x) = 2¢1 +uss + usps + usdy,
(935}

Ip={1}, Iy =1{23,4}

a(up, p2) = uza(dz, d2) + uza(gs, ¢2) + usa(ds, d2)
a(up, ¢3) = uza(pa, ¢3) + uza(ps, d3) + usa(ds, ¢3)
a(un, ¢1) = uga(pa, ¢1) + uza(ps, da) + usa(da, ¢s)




1 1/3 1/2
a(pa, P2) = /ch;d)’zdx:/o 3-3dx+/1/3 —6-(—6)dz =9

1 1/2
M%@>:amwga/%%mzﬁgwﬁmz_6
a(¢4a¢2) - ¢27¢4 —0

1/2 1
a(ds, d3) = /¢3¢3da:—/ 6- 6d:c+/ 2. (=2)dr =8

1/2
1

a(s, #3) = a(¢s, Pa) :/o <z53¢4d1::/1/2—2-2dx:—

1 1
a(pa, pa) = /chﬁl¢ﬁldx:/1/22'2dx:2

1 1 1
@wngAu—w@m+zmn—é2¢%m=

1/3 1/2 /3
= / (1—:1:)3:L’da:~|—/ (1—$)(3—6x)dx+0+/ 2.(=3)-3de =
0 1/3 0
445
2
1 1
bo(62) = [ (1= )onds+ Jon(1) ~ [ 26165 =
1

2(1—x)(6w—2)da:+/l/2(1—x)(zx—2)da;+o+0:514

1
L= a)uds+ ou(D) ~ [ 2056 do =

0

bp(ds) =

[
X

5

1
1
= 1—2)(2z —1)d 0=——
[%( 2)(2r 1) de 0= o

9 -6 0 Us 5 g
—6 8 —2 . us = 514 . 1.98
0 —2 2 Uq g_j 196

u = [2.0340 2.0208 1.9167]"

0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 06 0.7 0.8



e Pokud je a(u,v) symetricka pozitivni bilinearni forma, potom matice A je symetricka
pozitivné definitni.

e Ridkost matice A, tfidiagonalni matice A.
Algoritmizace MKP:

Diskretizace 7, = {e1,...,en_1}, € = (X5, 1), 0 =21 <23 < -+ <y = L.
1. Data pro popis tlohy: organizace dat po prvcich, pro kazdy element e;:

® (1), T(2) soufadnice koncovych bodl elementu,
e 7, s ¢isla koncovych bodi,
e k;, f; hodnoty materidlovych dat a pravé strany pro element
e Krajni body:
— x - soutadnice kraju,
— Typ podminky: Dirichletova, Neumannova ...
— r ¢islo bodi

— 1, 7 zadand hodnota OP

2. Sestaveni soustavy po prvcich: Prvky matice A a pravé strany b jsou integraly, které
lze pocitat jako soucet integral pies jednotlivé prvky:

1
’. r
¢(1)7 7vZJ(l) - _Ea
1 = 1
Gile Yy Yoy = % =) —xq)

0,

Nenulové piispévky lze zapsat do lokalni matice A® a vektoru b®.

LT 1 -1 1 1
o _ M o _
A _hl[—l 1}’ b 2flhl[1}'



Pticteni lokalnich prispévki do globalni soustavy:
!
Ay = Qpp + a§1)7

_ 0]
Qrs = QApg + CL12,

— 0
Qgr = Agr + CL21,

_ U]
Agg = Agg + CL22,

b, = b, + b\,
by = by + b

3. Uprava vzhledem k okrajovym podminkam:

e Dirichletova podminka v uzlu z,:
k pravé strané se pridd vektor (—a(¢p,¢1),...,—a(ép,dn)), kde ¢p = ug,,
tj. r-ty sloupec matice A se prenasobi u a odecte od pravé strany. V piipadé
homogenni Dirichletovy OP nedojde ke zméné. Potom tprava prvniho fadku a
sloupce matice A (vynulovani) a nastaveni hodnot u,, =1, b, = 4.

e Neumannova podminka v uzlu z,:
k polozce b, pridame hodnotu 7.



Metoda konec¢nych prvkt: Diskretizac¢ni chyba:

e Necht u je feSeni okrajové tlohy, uy je feseni Ritzovou-Galerkinovou metodou.
e Diskretizacni chyba: e, = u — uy,.
o |lu—uyllg = /alu —up,u—up).
%
o ||u—upllos = (f[u —up?dx + [[u' — uj)? dx)
Q Q

Céovo Lemma: Necht okrajovd iloha mda V-eliptickou a omezenou (pfip. symetrickou)
bilinedrni formu a(u,v), u je slabé feseni okrajové dlohy, uy je FeSeni ziskané Ritzovou-
Galerkinovou metodou, .

Vv € HY;,

u=1+uy € Hy: alu,v) = b(v),
= b(Uh), VU}L S Vh,

~ 0 D
up =Up +up, €Uy o alup, vp)

potom plati
lu = un|lp < |lu—wllp Ywe Uy,
M

[ — up |21 < EHU—sz,l Yw € Up.

e u;, je optimalni aproximace feSeni u na prostoru UP méieno v energetické normé a
kvazi-optimalni (az na konstantu) méfeno ve 2,1 normé.

2.04 2.04

2.02 2.02

2 2

1.98 1.98

1.96 1.96

194 1.94
192 uh[x) b 1.92 uh[x)
—u(x) —u(x)

e Diskretiza¢ni chybu sniZime zjemnénim déleni (intuitivné).

e Zjemnéni nemusime provadét tam, kde je pribéh feseni linedrni (pokud volime line-
arni P1 prvky).

e Zjemnéni musi byt tam, kde ocekavame velké zmény v feSeni, nebo v derivaci.

e Porovnanim feseni na jemné a hrubé siti, mizeme ziskat predstavu o dalsim postupu
(zda je TeSeni jiz postacujici, nebo déle zjemnovat).
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e Pokud je feseni okrajové tlohy u spojité a Iru = uj je linearni intrepolace pro dané
délenim 7, tj. us(x;) = u(z;), kde u; jsou uzly sité, potom

[l = unllp < |lu = Tnulle,  [lu = unllag < —llu = Tyull2,.

e Odhady bychom mohli ziskat z iterpolace.

Vé&ta: Necht w € H*(Q)) (vyssi reqularita eseni), potom pro chybu interpolace ur = Iyu
plati
1w —ur|| o) < hZHUNHLz(Q%

|u' — U,IHLQ(Q) < h||U”||Lz(Q)»
Hu — UIHHl(Q) <Vh?+ h4HuHHL2(Q)'

Véta: Necht v € H'(Q), potom pro chybu interpolace u; = Iu plati

| — sy < AW Ly 0)-

Apriorni odhad chyby:

Kvalitativni posouzeni aproximace (zavisi na u”, coz nezname), nepouzivaji znalost vypoc-
teného teseni.

Rychlost konvergence: pro u € H*(Q)

v H' normé

e Podle Céova lemmatu a odhadu chyby interpolace: pro u € H?(2)
[lu = unll2n < Cllu = wrllzn < CVAZ + B [u"| Ly,

l|lu —up||21 < Khl|u"||1,0) = K(u)h  pro  h < hy,

kde h je diskretiza¢ni parametr (délka nejdelsi strany déleni 7,) a K (u) zavisi pouze
na presném feSeni, nikoliv na diskretizaci.

e Pro h — 0" konverguje feSeni u;, k presnému TeSeni u a plati i pro derivace.
e Pri volbé % je zmensSeni chyby o polovinu.
e Asymptoticka rychlost konvergence.

v L9 normé



o [Ju—upll20 < CR?|[u"]]20.
e Aproximace feSeni je presnéjsi, neZ aproximace derivaci (toki).
Celkové pro u € H*(Q) plati:
[l — unlloo + llu — up|l20 < KB?[[u"]|20.

Rychlost konvergence: pro u € H'(Q)

Bez predpokladu vyssi regularity feSeni lze ukazat, ze aproximace w, konverguje k
presnému fesSeni u v nasledujicim smyslu:

Ve > 0 3h. > 0 Vh < h. plati ||u — upl|21 < €.

e Mohu fici, Ze konverguje, ale nevim jak rychle.

Véta: Necht u je slabé reseni okrajové ulohy

Pokud uy, je fesent MKP s délenim 7, s uzly x; a linedrnimi konecnymi proky (P1 elementy)
a predpokladdme, Ze k je konstantni na elementech, potom wy, je rovno linedarni interpolaci
presného Tesent Iyu s uzly x;.

e VysSe uvedend véta je pro pomérné specialni bilinearni formu a.

e Obecné plati, ze existuji body, ve kterych je MKP aproximace lepsi, nez v jinych
bodech (vlastnost superkonvergence).

Aposteriorni odhad chyby:

Kvantitativni odhad normy chyby ||es||. Mohou se zde objevit veli¢iny odvozené z
vypoctu up,.

e n(h,uy, f,7,4) je aposteriorni odhad (estimétor), pokud |[u — uy|| < 7.

Pokud n = | > 7%, potom nr jsou lokélni indikatory diskretizacni chyby.
Tety

Lokalni indikatory jsou zakladem adaptivniho zjemnovani sité — zjemnuji délenim
téch elementt 1" € 7, pro ktera jsou ny velka.

Cilem je mit nr priblizné stejné na vSech T' € 7p,.

Celkovy estimator 7 je mensi nez zadané tolerance.
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e Efektivita a spolehlivost: Con < [lu — up|| < Csn (chceme mit co nejmensi rozdil
Cs — Co).
R T R n__ _
e Asymptoticka pfesnost: }lg% T 0.

e Cena vypoctu indikatori (pokud mozno tmérnd poc¢tu nezndmych).

Aposteriorni doplnék apriorniho odhadu:
Pokud u € H*(Q), potom ||u — up||g < CVA? + hH|u"|| 1,0

Pro tlohu —(ku')" = f a konstantu M z odhadu omezenosti bilinearni formy a plyne
< My/(hE+ h{ !
[l = unllon < M/ (76 + ho)ll7 fll 2o,

kde n = M+/(h§ + gl 1 /1l 2o Je estimator a nr = M~/(hg + hg)l[f1[1ocr) Jsou lokalni
indikatory.

Problémem je pfedpoklad u € H?((Q).
Residualni odhady:
Zalozeno na rezidudlni rovnici a(u — up,v), kde u je feSeni okrajové tlohy, v € V:
alen, en) = [[u — un||% < cr.
Hierarchické odhady:

e Dvé feSeni na dvou jemnostech sité: w;, piislusné siti 75, a /o prislusné k siti 7, /5.
Sit 75,2 vznikne délim sité 7,, proto bude platit Vj, C V},s.

® 1) = ||unj2 — upl|| ~ ||u — up||: chceme pouZit rozdil dvou Feseni na dvou jemnostech

sité jako estiméator chyby.

[lu = un|| < Jlw = uppol| + llunsz = unl],

[l — un||% < Mlu— ungollf + |unjo — ual 5
e Saturacni predpoklad:
|l —unpel| < Bllu—wl, B<1,

lu—=unplle < Bllu—unllp, <1

11



e Potom plati

[lw = unl] < Bllu = wnl| + [|unsz = uall,
1
[l —unl] < 5 _5||Uh/2 — uyl,

llw = unllfp < B%lu = unllf + lunj2 — unllE,

[lu —un|| <

gl — il

e Divé se na tlohu globalné, ne lokalné pres elementy 1" € 7.

e Ndarocny a c¢asto pomaly vypocet. K odhadu chyby potfebujeme nejen reseni na Uy,
ale 1 Uh/g.

e Vyuziti hierarchické baze:

Uh - Span{gb?? st 7¢Z}7

h/2 h/2
Uh/2 = Span{¢1/ g 7¢2T/L—1 = Span{gb{{a . 7¢§1—1}7
kde ¢ je oznaceni hierarchické baze a plati

o k=2i—1,
qb;’f{

oM k=2, ZE:Z/Q zr & Th.
D; f F ]ﬂ { f[ ‘ p “ D; f I'I"‘n‘l [ ‘ “
I
L L

e Odpovida rozkladu Uy /o = Uy @ V}, 2, kde prostory Uy, L, Vi o.

e Pouziti hierarchické baze vede na soustavu

5 s L | = [ ]
0 Appne uy, /2 '

by, /2
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a
a

af

[ a( ) a(ol oy a(efol) a0y o alel L ol) ]
a(o], ) a(of,e) o aley,0))  alef,0b) ... aleh, ,¢3)
af ) a0y o ales o) alef, o) o aleh, o))
: : : : . : Ug
_a( 7@5270 a0y, (/)5171) e a(C/)ga @5{171) @(054]1{, (/)5171) e a(g/)ifh Q’bngl)_ R

’ ) a(éga ) CL( ’ ) a(¢£l7 ‘ ) T CL( ‘551,—17 ) 171
) (/)51) a(@g]’ (/55{) CL( ) (/)51) a(¢f> Qg) s a(@é{],—l’ (/%{) U2
o) alég o) a(ef, o) a(el o) aldg, 0, 0F)

s Oin1) a(ds, 05 1) a(of, o8, 1) a(of, d5 1) .. aled .y, @i,l)_ [ H2n—1]

Prehazovani sloupcli v matici — prehazovani neznamych ve vektoru u.
Vsechny liché/sudé sloupce k sobé.

Prehazovani radka v matici — prehazovani ve vektoru pravé strany b.
Vsechny liché/sudé fadky k sobé.

2 Al
A,h/Q Ah/2,h/2 Up/2 bh,/z

) Aoy e adof) (o) e o) ] T

) CL( ) ) e a(@? ) ) a(©4 ) ) e a(@?n—l? )
O aloliel) . alelel)  alolel) . (el || w
ngl) af 7(/)557,7]) a(C/)gaéngl) a(qbfa(/)ng]) a(gbgLfl?qbglfl)_ | Uop—1]

® Upjo = Up + Vnja, 1 = ||Uny2]]-

e Nemusi byt splnéna satura¢ni vlastnost.

Odhad pomoci zhlazené (zpriimérované) derivace:

e Postprocessing.

e Zalozené na upravé vypocteného teSeni pomoci priameérovacich technik, aby bylo

feSeni hladsi a tedy lépe aproximovalo feSeni.

= [l e~ [ == =l

Q Q
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e Chci aby ¢, je aproximace derivace TeSeni, kterd je ‘lep$i’ nez wu;, ale ne

vypoctem.

gn(Ti)

Slun(@) +up(z)], =1, n—1,

1
Sl +ui ), i =0,

Sl @) + )l i=n

14
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3. Prednaska
Vicerozmérné modely:

Uvazujme funkce u : Q — R! definované na mnoziné Q) C R?, Q C R3.

Mnozinu Q nazveme oblasti, pokud je oteviend a souvisla (bez ’dér’, nejsou oddélené
casti).

0f) oznacime hranici oblasti 2,

e ) ozna¢ime uzavér oblasti, tj. Q = QN 9.

Predpokladame, ze pro x € 0€) existuje jednotkovy vektor vnéjsi normaly. Mira mnoziny
v nichZ norméla neexistuje je nulova (Oblast t¥idy C*).

Lokalné se oblast rozklada vzdy na jedné strané hranice.

e — Oblasti s lipschitzovskou hranici, regularni oblasti.

Uloha vedeni tepla:
—div(Kgradu) = f v

u=u nalp

Kgradu-n=17 naly

—V(KVu)=f vQ
u=u nalp
KVu-n=7 naly

kde I'p je ¢ast hranice 0f) s predepsanou Dirichletovou podminkou a I'y je ¢ast hranice 0f) s
predepsanou Neumannovou podminkou. Déle plati I'p UT'y = 0Q — My a I'p NT'y = Ms, kde
mnoziny M; a M jsou mnoziny miry nula.

gradu -n=Vu-n= % je derivace ve sméru jednotkové normaly.
Nespojitosti v pravé strané nebo v koeficientech lze opét fesit podminkami prechodu.

Problematika oblasti: Méjme tlohu (poissonovu rovnici)

Au=-2 v
v =0 naodf2



Q = {(x1,22) : 27 + 23 < 1}, potom lze nalézt feeni u(xy, x2) =
mé spojité derivace 2. fadu u € C*(Q).

Q={(z1,29) : 0 <z < 1,0 < x5 < 1}, tiloha nema jednoduché analytické feseni a neni
u € C*(Q).

Oblast tvaru L (nekonvexni) je jesté komplikovanéjsi.

Hladkost TeSeni je ovlivnéna hladkosti oblasti.
Slaba formulace:

Hleddme u € Up : a(u,v) = b(v), Yv € V, kde

a(u,v) :/KVU-Vde,
0

b(v):Q/fUdQJr/%vds,

I'n
Up ={u € H'(Q) :u =1 (ve smyslu stop) na I'p}, T'p ma kladnou miru,
V ={ve H(Q):v=0 (ve smyslu stop) na ['y}.
Diikaz:
ueUp: —/V(KVU)UdI: /fvdx, YoeV
Q Q

Gaussova-Ostrogradského véta:

/ab-ﬁdS:/V(c?b)dx:/ﬁ-Vbd:H—/bVo?da:

o0 Q Q Q

/KVuv-ﬁdS:/KVU-Vvdx+/UV(KVu)dx
o0 Q Q

—/UV(KVu)dx:/KVU-Vvd:v—/KVuv-ﬁdS
Q 09

Q

/KVU-Vvdx:/fvdz—l—/KVuv-ﬁd& YveV
Q Q I'n

ueUp: /KVU-Vde:/fvdx—l—/%vdS, YoeV
Q Q

'y
Vv ~ Vv

a(u,v) b(v)

Véta (Sobolevova véta o vnofeni): Necht Q C R,k > £. Potom
a) ezistuje vnoieni H*(Q) C C(Q), t.

Vue€ H(Q)3ae C(Q): u=1 s



b) wnoteni je spojité, tj. existuje konstanta c tak, Ze

lulloo < llallo@) < cllullar,  Yu e HYQ)

Poznamky:

1. Q= (0,l) C R, k> 1%, potom H'(0,1) C C({(0,1)), tj. v 1D jsou funkce ze sobolevova

27
prostoru s jednou zobecnénou derivaci spojité i na hranicich,

2. QC R? k> 2 =1, potom H?() C C(Q), tj. ve 2D nemusi byt funkce z H' spojité.
Q C R k> 2, potom H?(Q) C C(Q), tj. ve 3D nemusi byt funkce z H* spojité.

— problém s interpolacemi (bodovymi), nelze pracovat s bodovymi hodnotami u, jak chapat
hodnoty na hranici (Dirichletova podminka).

Vé&ta (O stopdach): Ezistuje prdvé jeden spojity linedrni operdtor v : H'(Q) — L*(0Q) takovy,
Ze
a) stopa funkce yv je restrikct na hranici v pfipadé funkce spojité aZ do hranice,
v = v|a, Vv € C1()
b) stopa funkce yv € L*(0R0), existuje konstanta C tak, Ze
7ll2000 < Cllvll210, Yo € HY(Q)

c¢) Ezistuje konstanta C tak, Ze

Iellz000 < Cy/llvllz00y/10]l20.0. Vo € HY()

Vlastnosti:

e Bilinedrni forma a(u,v) je omezend

au,0)| < Killullos - [ollog, Vv € H'(9).

e Bilinedrni forma a(u,v) je V-elipticka: pro v € V' plati
la(v,v)| = koc|[v][3,;-
o Necht f € Ly(R2), pak b je omezeny funkciondl, pokud pro v € H'(Q) plati
b(v)] < BlJv||2,-
e Existence: Lax-Milgramova véta (nevyzaduje symetrii bilinearni formy a(u, v)).
e Existence: Pokud I'p = () (pouze Neumannova podminka), lze existenci zajistit, jen pokud

plati
/fdQ+/7°ds:O,
Q T'n
tj. nulova bilance zdrojt.
Véta (regularita feSeni): Reseni (modelové) dlohy patyi do H*(Q) pokud k je konstantni

nebo spojite diferencovatelnd na ), uloha md jenom Dirichletovy nebo Neumannovy okrajové
podminky, oblast ) je hladkd nebo je Q0 konvexni mnohothelnik ¢i mnohostén.

Poznamka: Interpolace je za predpokladu u € H?, tj. pracuji se spojitymi funkcemi.



MKP pro vicerozmérné tlohy:

e Konstrukce prostoru U, C H*(Q) a jeho ¢asti UP a V.

e Linedrni trojihelnikové prvky. 7, triangulace oblasti, tak aby rtizné trojuhelnikové ele-
menty méli spoleénou bud stranu nebo vrchol, nebo jsou disjunktni. Nutnost omezit thly
(abychom neziskali dlouhé uzoucké elementy).

e N, je mnozina uzli, T; je i-ty element (trojthelnik).

e U obecné oblasti miizeme pomoci trojihelniki (nebo jinych ttvari) oblast jen aproximo-
vat.

e Prostor U, definujeme volbou uzlové baze {¢;}1 ;:

¢i(x?) = b5, ¢ilre L VT €.

Vstupni data:

e Vstupni data pro uzly: souradnice uzli, rozliSeni vnitinich a hranic¢nich, rozliSeni uzla pro
odpovidajici zadané okrajové podminky.

e Vstupni data pro elementy: identita lokalnich uzld s globalnim ¢islovanim, koeficienty a

vvrv

e Vstupni data pro okrajové podminky: uzly pro Dirichletovu OP a hodnotu DOP, strany
pro Neumannovu OP a hodnoty NOP.

Matice linearniho elementu:
e Courantiiv element (linearni trojihelnik).

e Prispévky a;;:
ayy = aléy, &) = / (Kgrad(6,), grad(6)) do,
Q

Prispévky elementu T}, ziskame uvazovanim restrikce bazové funkce ¢; na T:

Silr. = 0 pro vrcholy mimo element T},
T Y, pro vrcholy v elementu T},

o Lokalni matice

T
AT:/BKde, B=| % 35 8
Oz Oxo Oxzo

T

%%%]

e Uprava globalni matice A.
Vektor pravé strany:
[ ]

=4 [rodes 3 [ rouds
T r

S(T)CFNS(T)



e Prispévek pravé strany na elementu 7}:

bY :T[m de.

e Zohlednéni okrajovych podminek.
Ziskame tulohu u;, € V, :
a(up, vy) = b(vy) — a(@y,vy) = bp(vy), Yo, € Vj,.

Hleddme u € Up : a(u,v) = b(v), Vv € V.

Hledame MKP feSeni uy, € UP : a(up, vy) = b(vy), Yo, € Vi, které ziskdme Galerkinovou meto-
dou (uvazujeme piesnou integraci).

Céovo Lemma: Necht okrajova dloha ma V eliptickou a omezenou bilinearni formu a, u je
slabé reseni okrajové dlohy, uy, je Teseni ziskané Ritzovou-Galerkinovou metodou, tj.
u=u+u €Up: alu,v)=>b), YveV,
up = +uh) € UP - alup,vp) = bvy), Yo, € Vi,

potom plati
lu—wnllp < fJu—wllp Yw e U,

||u—uhH271§E||u—wH2’1 VUJEU}?

Lemma: Libovolny nedegerovany trojihelnik (simplex) T € R? (R?) je obrazem referencniho
trojihelniku (simplezu) T, coz je ddno afinni requldrni transformaci Fp : R?2 — R2 (Fr:R? —
R%) tvaru

T FT((i’) = BTQAJ + bT

s reqularni matici By € R**?(R%¥*?) q vektorem by € R*(RY).

Afinni transformace je regularni, pokud je reguldrni matice Br.



Apriorni odhady:
e Céovo lemma + chyba interpolace.
e Variacni prestupky:

— Qp # 2 oblast lze pouze aproximovat (k¥ivoc¢aré hranice), pro pfesnou aproximaci
volit izoparametrické prvky.

— fn # [, pouziti numerické integrace, lze interpretovat, jako presné tfeSeni s jinou
pravou stranou.

— T, # T, pouziti numerické integrace, lze interpretovat, jako presné feseni s jinou
Neumannovou okrajovou podminkou.

— Uy # U aproximujeme .
Pro u € H*(Q):
l[u — upl|20 + hl|u — up|l21 < ch®|ulae pro w e H?*(Q).
Pro u € H'(Q2): DokdZeme pouze konvergenci ||u — up||20 — 0 pro b — 0.

Aposteriorni odhady:

e residualni odhady:
a(u — up, w)

||u — up||p = sup <,
wro  ||wl|E
1/2
" <Z 77%> nr = (h?FHRTHg,o,T + hT||7"tH§,0,aT)l/27
Ter:

Ry = Z/m%—i-f Te
T Y 020 T
! T
= (f' — k%) pro tely,
n/y

ry = (k%> pro t¢ Ty,
n/y
e Hierarchické odhady:

Dvé feSeni na dvou jemnostech sité: uy, piislusné siti 7, a uy o piislusné k siti 7, /5. Sit 7,0
vznikne délim sité 7,, proto bude platit V, C V},a.

n = ||un/2 — upl|| ~ ||u — uz|: chceme pouzit rozdil dvou FeSeni na dvou jemnostech sité
jako estimator chyby.

Satura¢ni pfedpoklad: (nemusi platit)
|l —unpel| < Bllu—wl|, B<1,

lu—=unplle < Bllu—unllp, B<1.



Pouziti hierarchické baze vede na soustavu (neni diagonalni)
Ah,h Ah,h/2 } { uy } _ [ by,
Apjon Anjan uy,/2 by |
Up/2 = Up + Why2, 1 = ||wh/2||E'

e Zhlazené derivace:

Postprocessing.

7]% = /(gh — Vuy)?do ~ /K(Vu — Vup)(gn — V) dz = ||u — up[3.
Q Q



