
1. Pøedná¹ka

Obsah: Úvod do tvorby matematických modelù jako okrajové úlohy pro diferenciální rovnici.
Pøíklad 1D vedení tepla a lineární pru¾nost.
Diferenciální, variaèní, energetická formulace úloh.
Klasické, slabé øe¹ení.
Pøechody mezi øe¹eními.
Jednoznaènost slabého øe¹ení, závislost slabého øe¹ení na vstupních datech.
Problematika existence øe¹ení a úplných prostorù.

Úvod:

� Matematické modelování vychází z urèení základních kvanti�kovatelných velièin, které
charakterizují danou fyzikální situaci.

� Matematický model je vyvoøen tìmito velièinami a vztahy mezi nimi, které jsou èasto
formulované za zjednodu¹ujících pøedpokladù (zanedbání ménì významných souvislostí).
Mù¾e být formulován jako soustava rovnic a nerovnic.

� Okrajové nebo poèáteènì-okrajové diferenciální rovnice.

� Pøesné øe¹ení lze nalézt jen ve velmi speci�ckém pøípadì (které èasto slou¾í i jako tes-
tovací pøíklad pro numerické metody) a musíme tedy hledat numerické øe¹ení (pomocí
numerických metod - MKP).

{ Pøesné øe¹ení dané fyzikální situace u.

{ Pøesné øe¹ení matematického modelu (pokud je jediné) uM .

{ Pøesné øe¹ení zjednodu¹eného matematického modelu (napø. linearizace) ũM .

{ Pøesné øe¹ení diskretizovaného modelu uD.

{ Numerické (pøibli¾né) øe¹ení diskretizovaného modelu v koneèné aritmetice (poèítaè)
uN .

{ Chyba u− uN , ũM − uN .

� Eliptické parciální diferenciální rovnice 2. øádu:

Auxx + 2Buxy + Cuyy + · · · = 0,

kde pøedpokládám uxy = uyx.

δ = det

[
A B
B C

]
,

δ > 0 eliptické rovnice, δ = 0 parabolické rovnice, δ < 0 hyperbolické rovnice.

Pøíklad: Laplaceova rovnice

−∆u = 0, na Ω ∈ R2

u = û, na Γ = ∂Ω (nehomogenní Dirichletova OP)

{ ∆u = ∂2u
∂x2

+ ∂2u
∂y2

,

{ øe¹ením jsou harmonické funkce,

{ koncentrace urèité velièiny v rovnováze (teplota, chem. koncentrace),
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{ tvar membrány upevnìné v rámeèku (homogenní Dirichletova OP),

{ rozlo¾ení teploty na homogenní desce pøi daných teplotách na krajích,

{ δ = 1.

Jednorozmìrné modely:

� Lineární stacionární model vedení tepla + zobecnìní, matematický model lineární pru¾-
nosti.

� Okrajové úlohy pro diferenciální rovnici 2. øádu.

Vedení tepla:

� Rozlo¾ení teploty v tyèi délky l s pøíèným øezem K = K(x) = konst. o obsahu |K| = κ.

� Materiál charakterizovaný koe�cientem tepelné vodivosti k [Wm−1K−1].

� Tyè je tepelnì izolovaná po celém obvodovém plá¹ti, tj. teplota je konstantní v ka¾dém
pøíèném øezu.

Velièiny: Teplota u = u(x) [K].
Teplotní spád ε = ε(x) [Km−1].
Tepelný tok τ = τ(x) [Wm−2].

K(x)

x0 l

Vztahy: Fourierùv zákon: τ(x) = −k(x)ε(x), k = k(x) > 0.
Teplotní spád: ε(x+) = lim

h→0+

u(x+h)−u(x)
h

= u′(x+) = u′(x).

ε(x−) = lim
h→0−

u(x+h)−u(x)
h

= u′(x−) = u′(x).

Rozhraní materiálù: ε(x−) 6= ε(x+).

Tepelné zdroje: v úseku 〈x1, x2〉 je za jednotku èasu vyvíjeno teplo

Q(x1, x2) =
x2∫
x1

κf(x) dx, kde f je hustota tepelného zdroje.

Pøíklad: Q(x1, x2) = RI2(x2 − x1) - teplo pøi prùchodu elektrického
proudu drátem, R - odpor, I - el. proud.

Okrajové podmínky: na levém konci udr¾ujeme konstantní teplotu û, tj. u(0) = û,

na pravém konci je dán tepelný tok τ̂ , tj. −ku′(l) = τ̂ .

Bilanèní formulace: Nech» (x1, x2) ∈ (0, l), potom platí bilance tokù skrz hranici a zdroje:

κτ(x1)− κτ(x2) +

x2∫
x1

κf(ξ) dξ = 0, ∀(x1, x2) ⊂ (0, l).

Diferenciální formulace (limitní pøechod):

−(ku′(x))′ = f(x), ∀x ∈ Ω = (0, l)

u(0) = û, Dirichletova OP

−ku′(l) = τ̂ , Neumannova OP
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Jiné OP: Izolovaný konec: û = 0 (homogenní Dirichletova OP).

Podmínka pøestupu tepla: −ku′(l) = α[u(l)− Û ] (Newtonova, Robinova OP),
kde Û je teplota vnìj¹ího prostøedí, α koe�cient pøestupu tepla.

Pøíklad: f(x) = f = konst., k = konst.

−ku′′(x) = f, ∀x ∈ Ω = (0, 1)

−ku′(0) = τ̂1

−ku′(l) = τ̂2

u′′(x) = −f
k

u′(x) = −f
k
x+ C1

u(x) = − f

2k
x2 + C1x+ C2

−ku′(0) = −kC1 = τ̂1 →C1 = − τ̂1

k

−ku′(1) = −f − kC1 = τ̂2 →C1 =
−τ̂2 + f

k

1. C1 6= C1, tj. −τ̂1 6= −τ̂2 + f → ¾ádné øe¹ení

2. C1 = C1, tj. −τ̂1 = −τ̂2 + f → nìkoneènì mnoho øe¹ení:
u(x) = − f

2k
x2 − τ̂1

k
x+ C2, C2 ∈ R

Jiné DR: Pøestup tepla obvodovým plá¹tìm:

−(ku′(x))′ + k0u = f(x) + k0Û , ∀x ∈ Ω = (0, l)
k0 = αω

κ
, ω je obvod øezu

©íøení tepla konvekcí:

−(ku′(x))′ + cρ(pu)′ = f(x) + k0Û , ∀x ∈ Ω = (0, l),
pohyb prostøedí rychlostí p = p(x) v ka¾dém øezu je stejná,
c je mìrné teplo, ρ hustota prostøedí.

Lineární pru¾nost:

� Tyè délky l s pøíèným øezem K = K(x) = konst. o obsahu |K| = κ.

� Materiál charakterizovaný (Youngovým) modulem pru¾nosti E [Pa].

Velièiny: Posunutí u = u(x) [m].
Deformace ε = ε(x) bezrozmìrná.
Napìtí τ = τ(x) [Pa].

Vztahy: Hookùv zákon: τ(x) = E(x)ε(x).
Deformace: ε(x+) = lim

h→0+

u(x+h)−u(x)
h

= u′(x+) = u′(x).

ε(x−) = lim
h→0−

u(x+h)−u(x)
h

= u′(x−) = u′(x).
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Objemová síla: pùsobení na úsek〈x1, x2〉

F (x1, x2) =
x2∫
x1

κf(x) dx, kde f je hustota objemové síly.

Pøíklad: f(x) = ρ(x)g, ρ(x) je hustota, g je gravitaèní konstanta.

Okrajové podmínky: na levém konci je tyè pevnì za�xována, tj. u(0) = 0,

na pravém konci pùsobí tah nebo tlak o velikosti τ̂ , tj. Eu′(l) = τ̂ .

Diferenciální formulace:

−(Eu′(x))′ = f(x), ∀x ∈ Ω = (0, l)

u(0) = 0, Dirichletova OP

Eu′(l) = τ̂ , Neumannova OP

� Linearita × nelinearita

{ Vstupní data: f , û, τ̂ .

{ Linearita zobrazení (úlohy) (f, û, τ̂)→ u, tj.
pokud u1 a u2 jsou øe¹ení odpovídající vstupním datùm (f1, û1, τ̂1) a (f2, û2, τ̂2),
potom u1 + u2 je øe¹ení odpovídající (f1 + f2, û1 + û2, τ̂1 + τ̂2)
a cu1 (c ∈ R) je øe¹ení odpovídající datùm (cf1, cû1, cτ̂1).

{ Nelinearita: napø. k = k(u) = k(x, u(x)) → linearizace, iteraèní postupy.

� Nespojitá vstupní data, heterogenní materiálové prostøedí:

{ Spojitost funkce f , øe¹ení u, u′, u′′, koe�cientu k, k′.

{ Nespojitost napø. v f - skok v bodì ξ: øe¹ení diferenciální rovnice na dvou samostat-
ných èástech (0, ξ) a (ξ, l) a podmínky pøechodu:

lim
x→ξ−

u(x) = lim
x→ξ+

u(x),

lim
x→ξ−

−ku′(x) = lim
x→ξ+

−ku′(x).

{ Vede k obecnìj¹ímu chápání øe¹ení okrajové úlohy.

Variaèní formulace:

� Minimum energie, rovnost prací.

� Diferenciální formulace: Úloha najít u ∈ C2(〈0, l〉) tak, aby

−(ku′(x))′ = f(x), ∀x ∈ Ω = (0, l)

u(0) = û, hlavní OP

−ku′(l) = τ̂ , pøirozená OP

� Lineární prostor U :

{ funkce de�nované a spojité na 〈0, l〉,
{ po èástech hladké, tj. u ∈ C1(ξi−1, ξi) pro nìjaké 0 = ξ0 < ξ1 . . . ξm−1 < ξm = l,
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{ omezená první derivace, tj. |u′(x)| ≤ K ∀x ∈ (ξi−1, ξi), i = 1, . . . ,m.

� Mno¾ina testovacích funkcí (v mechanice mno¾ina virtuálních posunutí):

V = {v ∈ U : v(x) = 0 ∀x ∈ ΓD}, napø. ΓD = {0}.

� Mno¾ina pøípustných funkcí

UD = {u ∈ U : u(x) = û ∀x ∈ ΓD}, napø. ΓD = {0}.

� Pøenásobení DR testovací funkcí, integrování pøes oblast Ω = (0, l)

−(ku′(x))′ = f(x) /.v /

l∫
0

dx

l∫
0

−(ku′)′v dx =

l∫
0

fv dx.

� Per partes, dosazení OP → variaèní identita:

− [ku′v]
l
0 +

l∫
0

ku′v′ dx =

l∫
0

fv dx

l∫
0

ku′v′ dx =

l∫
0

fv dx+ ku′(l)︸ ︷︷ ︸
−τ̂

v(l)− ku′(0) v(0)︸︷︷︸
0

l∫
0

ku′v′ dx =

l∫
0

fv dx− τ̂ v(l) ∀v ∈ V,

a(u, v) = b(v), ∀v ∈ V.

� Pokud k a f jsou po èástech spojité a omezené, potom a : U × U → R a b : U → R jsou
de�nované na celém U .

Jiné úlohy:

� DR: Úloha najít u ∈ C2(〈0, l〉) tak, aby

−(ku′(x))′ = f(x), ∀x ∈ Ω = (0, l)

u(0) = 0,

−ku′(l) = α(u(l)− Û).

VR: Úloha najít u ∈ UD tak, aby

l∫
0

ku′v′ dx+ αu(l)v(l)

︸ ︷︷ ︸
a(u,v)

=

l∫
0

fv dx− αÛv(l)

︸ ︷︷ ︸
b(v)

, ∀v ∈ V

UD = V = {u ∈ U : u(0) = 0}
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� DR: Úloha najít u ∈ C2(〈0, l〉) tak, aby

−(ku′(x))′ + pu′ = f(x), ∀x ∈ Ω = (0, l)

u(0) = 0,

u(l) = 0.

VR: Úloha najít u ∈ UD tak, aby

l∫
0

(ku′v′ + pu′v) dx

︸ ︷︷ ︸
a(u,v)

=

l∫
0

fv dx

︸ ︷︷ ︸
b(v)

, ∀v ∈ V

UD = V = {u ∈ U : u(0) = 0, u(l) = 0}

� DR: Úloha najít u ∈ C2(〈0, l〉) tak, aby

−(ku′(x))′ + qu = f(x), ∀x ∈ Ω = (0, l)

u(0) = 0,

u(l) = 0.

VR: Úloha najít u ∈ UD tak, aby

l∫
0

(ku′v′ + quv) dx

︸ ︷︷ ︸
a(u,v)

=

l∫
0

fv dx

︸ ︷︷ ︸
b(v)

, ∀v ∈ V

UD = V = {u ∈ U : u(0) = 0, u(l) = 0}
qu je reaktivní èlen (napø. pøísun tepla chemickou reakcí).

Vlastnosti a(u, v), b(v):

� Linearita: U je lineární prostor, a(u, v) budeme nazývat bilineární formou a b(v) li-
neárním funkcionálem, pokud jsou zobrazení a, b lineární v ka¾dém argumentu, tj. pro
libovolné u1, u2, v1, v2 ∈ U a α1, α2 ∈ R platí

a(α1u1 + α2u2, v) = α1a(u1, v) + α2a(u2, v),

a(u, α1v1 + α2v2) = α1a(u, v1) + α2a(u, v2),

b(α1v1 + α2v2) = α1b(v1) + α2b(v2).

Pøíklad:

a(u, v) =

l∫
0

ku′v′dx, b(v) =

l∫
0

fvdx− τ̂ v(l)

a(α1u1+α2u2, v) =

l∫
0

k(α1u1+α2u2)′v′dx = α1

l∫
0

ku′1v
′dx+α1

l∫
0

ku′2v
′dx = α1a(u1, v)+α2a(u2, v)

a(u, α1v1+α2v2) =

l∫
0

ku′(α1v1+α2v2)′dx = α1

l∫
0

ku′v′1dx+α1

l∫
0

ku′v′2dx = α1a(u, v1)+α2a(u, v2)
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b(α1v1 + α2v2) =

l∫
0

f(α1v1 + α2v2)dx− τ̂(α1v1(l) + α2v2(l)) = α1(

l∫
0

fv1dx− τ̂ v1(l)) + α2(

l∫
0

fv2dx− τ̂ v2(l))

= α1b(v1) + α2b(v2)

� Symetrie: Bilineární forma a(u, v) je symetrická, pokud

a(u, v) = a(v, u) ∀u, v ∈ U.

Pøíklad:

a(u, v) =

l∫
0

ku′v′dx =

l∫
0

kv′u′dx = a(v, u) ∀u, v ∈ U

Pøíklad:

∃u, v ∈ U : a(u, v) =

l∫
0

(ku′v′ + pu′v)dx 6=
l∫

0

(kv′u′ + pv′u)dx = a(v, u)

� Nezápornost (pozitivní semide�nitnost): a(u, u) ≥ 0, ∀u ∈ U .

Pøíklad:

a(u, u) =

l∫
0

k(u′)2dx pro k ≥ k0 > 0 ∀u ∈ U

� V-elipticita (pozitivní de�nitnost): abstraktní verze energie

{ ||u||22,1 =
∫
Ω

[u2 + (u′)2] dx = ||u||22 + ||u′||22,

{ existuje konstanta m > 0 taková, ¾e m||v||22,1 ≤ a(v, v) ∀v ∈ V .

Pøíklad: a(u, v) =
l∫

0

(ku′v′ + quv)dx

a(v, v) =

l∫
0

(k(v′)2 + qv2)dx ≥ min{k, q}
l∫

0

((v′)2 + v2)dx = m||v||22,1, ∀v ∈ V

Pøíklad: a(u, v) =
l∫

0

ku′v′dx

∃ 0 < k0 < k : a(v, v) =

l∫
0

k(v′)2dx ≥ k0

l∫
0

(v′)2dx = αk0

l∫
0

(v′)2dx+k0(1−α)

l∫
0

(v′)2dx ≥ . . . , ∀v ∈ V

x∫
0

v′(z)dz = [v(z)]x0 = v(x)− v(0)︸︷︷︸
0

, ∀v ∈ V
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v(x)2 =

 x∫
0

1.v′(z)dz

2

C.−S.
≤

x∫
0

12dz

︸ ︷︷ ︸
x

x∫
0

(v′(z))2dz

︸ ︷︷ ︸
≤

l∫
0

(v′(z))2dz, x∈(0,l)

∀v ∈ V

l∫
0

v(x)2dx ≤
l∫

0

x l∫
0

(v′(z))2dz

 dx =

l∫
0

xdx

l∫
0

(v′(z))2dz =
l2

2

l∫
0

(v′(z))2dz

l∫
0

(v′)2dx ≥ 2

l2

l∫
0

v2dx

· · · ≥ αk0
2

l2

l∫
0

v2dx+k0(1−α)

l∫
0

(v′)2dx ≥ min{αk0
2

l2
, k0(1−α)}

l∫
0

[
v2 + (v′)2

]
dx = m||v||22,1, ∀v ∈ V

� Omezenost:

{ Existuje konstanta M > 0, pro kterou platí: |a(u, v)| ≤M ||u||2,1||v||2,1.
{ Existuje konstanta B > 0 takové, ¾e |b(v)| ≤ B||v||2,1.

Pøíklad: a(u, v) =
l∫

0

ku′v′dx

∣∣∣∣∣∣
l∫

0

ku′v′dx

∣∣∣∣∣∣ ≤ max
x∈(0,l)

(k)

∣∣∣∣∣∣
l∫

0

u′v′dx

∣∣∣∣∣∣ C.−S.≤ max
x∈(0,l)

(k)

√√√√√ l∫
0

(u′)2dx

︸ ︷︷ ︸
||u′||2,0

√√√√√ l∫
0

(v′)2dx

︸ ︷︷ ︸
||v′||2,0

≤

≤ max
x∈(0,l)

(k)

√√√√√ l∫
0

[(u′)2 + u2] dx

︸ ︷︷ ︸
||u||2,1

√√√√√ l∫
0

[(v′)2 + v2] dx

︸ ︷︷ ︸
||v||2,1

= M ||u||2,1||v||2,1

Pøíklad: b(v) =
l∫

0

fvdx− τ̂ v(l)

∣∣∣∣∣∣
l∫

0

fvdx− τ̂ v(l)

∣∣∣∣∣∣ ∆

≤

∣∣∣∣∣∣
l∫

0

fvdx

∣∣∣∣∣∣+ |−τ̂ v(l)| ≤ . . . ∀v ∈ V

∣∣∣∣∣∣
l∫

0

fvdx

∣∣∣∣∣∣ C.−S.≤
√√√√√ l∫

0

f 2dx

︸ ︷︷ ︸
||f ||2,0

√√√√√ l∫
0

v2dx

︸ ︷︷ ︸
||v||2,0

≤ B1

√√√√√ l∫
0

[v2 + (v′)2] dx

︸ ︷︷ ︸
||v||2,1

= B1||v||2,1 ∀v ∈ V
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l∫
0

v′(x)dx = v(l)− v(0)︸︷︷︸
0

|−τ̂ v(l)| ≤ |τ̂ |

∣∣∣∣∣∣
l∫

0

1.v′(x)dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
√√√√√ l∫

0

12dx

︸ ︷︷ ︸
√
l

√√√√√ l∫
0

(v′)2dx

︸ ︷︷ ︸
||v′||2,0

≤ |τ̂ |
√
l||v||2,1 ∀v ∈ V

· · · ≤ B1||v||2,1 + |τ̂ |
√
l||v||2,1 ≤ max{B1,

√
l|τ̂ |}||v||2,1 = B||v||2,1

Energetická formulace:

Pokud a je bilineární, symetrická a pozitivnì de�nitní forma na U × U , pak de�nuje skalární
souèin a tedy i normu ||u||a = ||u||E =

√
a(u, u) - energetická norma.

Energetický funkcionál pro bilineární formu a a lineární funkcionál b:

J : U → R1, J =
1

2
a(u, u)− b(u)

EF: Úloha najít u ∈ UD tak, aby

J(u) = min{J(w) : w ∈ UD}.

Øe¹ení úloh:

De�nice (klasické øe¹ení): Nech» k ∈ C1(0, l), f je na (0, l) omezená, û, τ̂ ∈ R. Klasickým
øe¹ením okrajové úlohy

−(ku′(x))′ = f(x), ∀x ∈ Ω = (0, l)

u(0) = û,

−ku′(l) = τ̂ .

nazveme takovou funkci u ∈ C2(0, l), která splòuje danou diferenciální rovnici a okrajové pod-
mínky.

De�nice (slabé øe¹ení): Nech» k, f jsou po èástech spojité a omezené, û, τ̂ ∈ R. Potom
zobecnìným (slabým) øe¹ením okrajové úlohy

−(ku′(x))′ = f(x), ∀x ∈ Ω = (0, l)

u(0) = û,

−ku′(l) = τ̂ .

nazveme funkci u, pro kterou platí

u ∈ UD,
a(u, v) = b(v), ∀v ∈ V.

kde UD = {u ∈ U : u(0) = û} nazýváme prostorem pøípustných funkcí a prostor V = {v ∈ U :
v(0) = 0} nazýváme prostorem testovacích funkcí.
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Vìta: Pøedpokládejme, ¾e bilineární forma a je symetrická a nezáporná. Potom u je zobec-
nìným øe¹ením okrajové úlohy, tj.

u ∈ UD,
a(u, v) = b(v), ∀v ∈ V.

právì tehdy, kdy¾ platí
u ∈ UD,

J(u) = min{J(w) : w ∈ UD}

kde J : U → R, J(v) = 1
2
a(v, v)− b(v) je energetický funkcionál.

Vìta: Je-li u klasické øe¹ení, je i slabým øe¹ením.

C2(Ω) ⊂ C1(Ω) ⊂ U(Ω).

Poznámka: Úlohu lze pøeformulovat (pokud chceme stejné prostory pøípustných a testovacích
funkcí)

Zvolíme ũ ∈ UD,

u = ũ+ u0, u0 ∈ V,
a(ũ+ u0, v) = b(v), ∀v ∈ V.

u0 ∈ V,

a(u0, v) = b(v)− a(ũ, v) = bD(v), ∀v ∈ V.

Jednoznaènost slabého øe¹ení:

Vìta: Nech» a je V-eliptická (pozitivnì de�nitní) bilineární forma, potom existuje nejvý¹e jedno
slabé øe¹ení úlohy

u ∈ UD,
a(u, v) = b(v), ∀v ∈ V.

Dùkaz: Nech» u1 ∈ UD, u2 ∈ UD jsou øe¹ení, potom u1 − u2 ∈ V ,
Platí (volím v = u1 − u2 ∈ V )

a(u1, u1 − u2) = b(u1 − u2),

a(u2, u1 − u2) = b(u1 − u2),

a(u1, u1 − u2)− a(u2, u1 − u2) = b(u1 − u2)− b(u1 − u2) = 0

a(u1 − u2, u1 − u2) = 0

V-elipticita: a(u1 − u2, u1 − u2) ≥ m||u1 − u2||22,1, pro m > 0

||u1 − u2||22,1 = 0

u1 = u2

10



Spojitá závislost slabého øe¹ení na datech:

Vìta: Nech» u je slabé øe¹ení úlohy (a je V-eliptická (pozitivnì de�nitní) bilineární forma a b
je lineární omezený funkcionál)

−(ku′(x))′ = f(x), ∀x ∈ Ω = (0, l)

u(0) = û,

−ku′(l) = τ̂ .

Oznaème u1 øe¹ení úlohy pro vstupní data f1, τ̂1, û a u2 øe¹ení úlohy pro vstupní data f2, τ̂2,
û, potom existuje konstanta C taková, ¾e

||u1 − u2||2,1 ≤ C (||f1 − f2||2,0 + |τ̂1 − τ̂2|) .

Dùkaz:

u1 ∈ UD : a(u1, v) =

l∫
0

f1vdx− τ̂1v(l) ∀v ∈ V

u2 ∈ UD : a(u2, v) =

l∫
0

f2vdx− τ̂2v(l) ∀v ∈ V

a(u1 − u2, v) =

l∫
0

(f1 − f2)vdx− (τ̂1 − τ̂2)v(l) ∀v ∈ V

volím v = u1 − u2 ∈ V :

a(u1 − u2, u1 − u2) =

l∫
0

(f1 − f2)(u1 − u2)dx− (τ̂1 − τ̂2)(u1(l)− u2(l))

V-elipticita a: m||u1 − u2||22,1 ≤ a(u1 − u2, u1 − u2)

Omezenost b: |b(v)| =
∣∣∣∣ l∫
0

fvdx− τ̂ v(l)

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ l∫
0

fvdx

∣∣∣∣+ |τ̂ v(l)| ≤ ||f ||2,0||v||2,1 + |τ̂ |
√
l||v||2,1

m||u1 − u2||22,1 ≤ a(u1 − u2, u1 − u2) ≤ ||f1 − f2||2,0||u1 − u2||2,1 + |τ̂1 − τ̂2|
√
l||u1 − u2||1,2

||u1 − u2||2,1 ≤
1

m

(
||f1 − f2||2,0 + |τ̂1 − τ̂2|

√
l
)
≤ C (||f1 − f2||2,0 + |τ̂1 − τ̂2|)

Vìta: Nech» u je slabé øe¹ení úlohy (a je V-eliptická (pozitivnì de�nitní) bilineární forma a b
je lineární omezený funkcionál)

−(ku′(x))′ = f(x), ∀x ∈ Ω = (0, l)

u(0) = û,

−ku′(l) = τ̂ .

Pokud u1 je øe¹ení odpovídající vstupním datùm f , τ̂ , û1, u2 je øe¹ení odpovídající vstupním
datùm f , τ̂ , û2 a ũ1 ∈ U1

D, tj. ũ1(0) = û1, ũ2 ∈ U2
D, tj. ũ2(0) = û2. Potom existuje konstanta C

taková, ¾e

||u1 − u2||2,1 ≤ C inf{||ũ1 − ũ2||2,1 : ũ1, ũ2 ∈ U, ũ1(0) = û1, ũ2(0) = û2}.
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Dùkaz: Zvolím ũ1 ∈ U1
D a ũ2 ∈ U2

D:

u1 = ũ1 + w1, w1 ∈ V : a(w1, v) = b(v)− a(ũ1, v), ∀v ∈ V
u2 = ũ2 + w2, w2 ∈ V : a(w2, v) = b(v)− a(ũ2, v), ∀v ∈ V

a(w1 − w2, v) = a(ũ1 − ũ2, v), ∀v ∈ V
a(w1 − w2, w1 − w2) = a(ũ1 − ũ2, w1 − w2), w1 − w2 ∈ V

m||w1−w2||22,1
V−elip.
≤ a(w1−w2, w1−w2) = a(ũ1− ũ2, w1−w2)

omez.

≤ M ||ũ1− ũ2||2,1||w1−w2||2,1

||w1 − w2||2,1 ≤
M

m
||ũ1 − ũ2||2,1

||u1−u2||2,1 = ||ũ1+w1−ũ2−w2||2,1 ≤ ||ũ1−ũ2||2,1+||w1−w2||2,1 ≤ ||ũ1−ũ2||2,1+
M

m
||ũ1−ũ2||2,1 ≤ C||ũ1−ũ2||2,1

Existence slabého øe¹ení:

Existence slabého øe¹ení úlohy

u ∈ V,
a(u, v) = bD(v), ∀v ∈ V.

⇔ existence minima funkcionálu

u ∈ V,

JD(u) = min
v∈V

JD(v), JD(v) =
1

2
a(v, v)− bD(v).

1. JD je zdola omezený funkcionál.

Dùkaz: JD je zdola omezený, tj. ∃ inf
v∈V

JD(v) = µ > −∞,

JD(v) = 1
2
a(v, v)− bD(v) ≥ 1

2
||v||22,1︸ ︷︷ ︸

V−elipticita a

−BD||v||2,1︸ ︷︷ ︸
omezenost b

≥ min
t

(
1
2
mt2 −BDt

)
= . . .

f(t) = 12mt2 −BDt

f ′(t) = mt−BD = 0

Stacionární bod: t = BD

m

f ′′(t) = m > 0 → stacionární bod je bod minima

· · · = 1

2

B2
D

m
− B2

D

m
= −B

2
D

m
= µ > −∞
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2. Minimalizující posloupnost je Cauchyovská (splòuje Bolzanovu-Cauchyovu podmínku).

Dùkaz: Existuje in�mum → existuje minimalizující posloupnost.
De�nujeme minimalizující poslouplnost: {vn} ⊂ V tak, ¾e J(vn) ≤ µ+ 1

n

m1||vm − vn||22,1
V−elip.
≤ a(vm − vn, vm − vn) = a(vm, vm)− a(vn, vm)− a(vm, vn) + a(vn, vn)

[+a(vm, vm)− a(vm, vm) + a(vn, vn)− a(vn, vn)] =

= 2a(vm, vm) + 2a(vn, vn)− a(vn, vm + vn)− a(vm, vm + vn) =

= 2a(vm, vm)− 4bD(vm) + 2a(vn, vn)− 4bD(vn)− a(vm + vn, vm + vn) + 4bD(vm + vn) = . . .

−8JD

(
vm + vn

2

)
= −8

[
1

2
a

(
vm + vn

2
,
vm + vn

2

)
− bD

(
vm + vn

2

)]
=

= −8
1

2

1

2

1

2
a(vm + vn, vm + vn) + 8

1

2
bD(vm + vn) =

= −a(vm + vn, vm + vn) + 4bD(vm + vn)

. . .4

[
1

2
a(vm, vm)− bD(vm)

]
+ 4

[
1

2
a(vn, vn)− bD(vn)

]
− 8JD

(
vm + vn

2

)
=

=4JD(vm) + 4JD(vn)− 8JD

(
vm + vn

2

)
≤ . . .

JD

(
vm + vn

2

)
≥ µ in�mum

−8JD

(
vm + vn

2

)
≤ −8µ

· · · ≤ 4

(
µ+

1

m

)
+ 4

(
µ+

1

n

)
− 8µ =

4

m
+

4

n
≤ 1

n0

+
1

n0

m1||vm − vn||22,1 ≤
2

n0

→ ∃n0 ∈ N : ∀ε > 0 : ||vm − vn||22,1 ≤ 2
m1n0

< ε → Cauchyovská posloupnost.

3. JD je spojitý.

Dùkaz: JD je spojitý: u→ v, potom JD(u)→ JD(v)
||u− v||2,1 → 0, potom |JD(u)− JD(v)| → 0
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|JD(u)− JD(v)| =
∣∣∣∣12a(u, u)− bD(u)− 1

2
a(v, v) + bD(v)

∣∣∣∣ ∆

≤ 1

2
|a(u, u)− a(v, v)|+ |bD(u)− bD(v)| =

=
1

2

∣∣∣(√a(u, u) +
√
a(v, v)

)(√
a(u, u)−

√
a(v, v)

)∣∣∣+ |bD(u)− bD(v)| ≤ . . .

√
a(u, u) = ||u||E

ekviv.norem

≤
√
M ||u||2,1√

a(v, v) = ||v||E
ekviv.norem

≤
√
M ||v||2,1

|bD(u)− bD(v)| = |bD(u− v)|

a(u− v, u− v) ≥ a(u, u) + a(v, v)− 2a(u, v)
C.−S.
≥ a(u, u) + a(v, v)− 2

√
a(u, u)

√
a(v, v) =

= (
√
a(u, u)−

√
a(v, v))2

→
√
a(u, u)−

√
a(v, v) ≤

√
a(u− v, u− v) ≤

√
M ||u− v||2,1

· · · ≤ 1

2
M (||u||2,1 + ||v||2,1) ||u− v||2,1 +BD||u− v||2,1

Pokud ||u− v||2,1 → 0 potom |JD(u)− JD(v)| → 0

4. Prostor V není úplný → zúplnìní → existence øe¹ení.

De�nice: Zúplnìním prostoru C(Ω) v integrální normì ||u||p = p

√∫
Ω

|u(x)|p dx je prostor Lp(Ω)

De�nice: Zúplnìním prostoru C1(Ω) nebo U(Ω) v integrální normì ||u||2,1 je Sobolevùv prostor
H1(Ω).

H1(Ω) = {v ∈ L2(Ω) : v′ ∈ L2(Ω)} v′ je zobecnìná derivace

De�nice(zobecnìná derivace): Zobecnìná derivace v′ = w je funkce, pro kterou platí∫
Ω

wϕdx = −
∫
Ω

v ϕ′ dx ∀ϕ ∈ C∞0 (Ω)

Poznámka: Zobecnìná derivace je de�nována jako variaèní identita, ne bodovì.

De�nice(slabé øe¹ení): Slabým øe¹ením nazveme u ∈ H1
D(Ω), resp. w ∈ H1

V takové, ¾e u =
uD + w, kde uD ∈ H1

D(Ω) je pøedem zvolená funkce

a(w, v) = bD(v) = b(v)− a(uD, v) ∀v ∈ H1
V

Vìta (Laxova-Milgramova): Pokud a je V-eliptická, omezená bilineární forma a b je ome-
zený lineární funkcionál na H1

V potom existuje právì jedno slabé øe¹ení. Navíc platí

||u||2,1 ≤
1

m
||b|| ≤ B

m
, kde ||b|| = sup

v 6=0

|b(v)|
||v||2,1

.

Poznámka: V dovození byla pøedpokládáná navíc symetrická forma. Tento po¾adavek není
nutný a dùkaz lze jednodu¹e provést pomocí Riezsovy vìty o reprezentaci.
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Regularita slabého øe¹ení:

Lemma (du Bois Reymondovo): Nech» u ∈ L(Ω) a platí∫
Ω

uϕdx = 0 ∀ϕ ∈ C∞0 (Ω).

Potom u = 0 skoro v¹ude na Ω. Pokud navíc u ∈ C(Ω), potom u = 0 ve v¹ech bodech Ω.

Poznámka: Pokud budou data úlohy hlad¹í (lep¹í), bude øe¹ení také hlad¹í (tj. klasické)?

Slabé øe¹ení: u ∈ UD :

l∫
0

ku′v′dx =

l∫
0

fvdx− τ̂ v(l) ∀v ∈ Hv(0, l)

pou¾ijeme jen testovací funkce nulové na hranici a pøedpoklad, ¾e dodateèné derivace existují
(dostateènì regulární øe¹ení):

l∫
0

((ku′)′ + f)vdx = 0

a platí, ¾e (ku′)′+f = 0 s.v. na (0, l), pokud by byla funkce, (ku′)′+f spojitá, potom (ku′)′+f =
0 bodovì (v¹ude na (0, l)), jde o klasické øe¹ení.
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Základy funkcionální analýzy:

Lineární prostor: Lineárním prostorem U nazveme libovolnou mno¾inu (vektorù, funkcí) na
které jsou de�novány operace sèítání, násobení skalárem s následujícími vlastnostmi:

� x+ y = y + x, ∀x, y ∈ U ,

� (x+ y) + z = x+ (y + z), ∀x, y, z ∈ U ,

� α(x+ y) = αx+ αy, ∀x, y ∈ U , α ∈ R,

� ∃0: x+ 0 = x, ∀x ∈ U ,

� ∀x ∃(−x): x+ (−x) = 0,

� (α + β)x = αx+ βx, ∀x ∈ U , ∀α, β ∈ R,

� α(βx) = (αβ)x, ∀x ∈ U , ∀α, β ∈ R,

� 1.x = x, ∀x ∈ U ,

� 0.x = 0, ∀x ∈ U .

Norma: Nezáporná funkce ||x|| s následujícími vlastnostmi:

� ||x|| ≥ 0, ||x|| = 0⇔ x = 0, ∀x ∈ U ,

� ||αx|| = |α|||x||, ∀x ∈ U , ∀α ∈ R,

� ||x+ y|| ≤ ||x||+ ||y||, ∀x, y ∈ U .

� Lineární prostor U s de�novanou normou ||u|| je lineární normovaný prostor.

� ||u||∞ = max
x∈Ω
|u(x)|,

� ||u||1 =
∫
Ω

|u(x)| dx,

� ||u||p =

[∫
Ω

|u(x)|p dx
]1/p

, ||u||2 = ||u||2,0 =

[∫
Ω

|u(x)|2 dx
]1/2

,

� ||u||2,1 =

[∫
Ω

[u2 + (u′)2] dx

]1/2

,

� ||u||a = ||u||E =
√
a(u, u).

� Seminorma: |u|2,1 =

[∫
Ω

[(u′)2] dx

]1/2

, nespòuje |u|2,1 = 0⇔ u = 0.

Skalární souèin: Symetrická bilineární forma (u, v) : U × U → R, po kterou platí

� (u, u) ≥ 0, (u, u) = 0⇔ u = 0, ∀u ∈ U .

� ||u|| =
√

(u, u).
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Cauchy-Schwarzova nerovnost: |(u, v)| ≤ ||u||||v||.

Ekvivalence norem: ∃m > 0 a M > 0, takové, ¾e ∀u ∈ U platí

√
m||u||2,1 ≤ ||u||a ≤

√
M ||u||2,1.

� Systém v¹ech otevøených i uzavøených mno¾in je v obou normách stejný.

� Ka¾dá posloupnost je zároveò konvergentní nebo divergentní v obou normách.

� Ka¾dá posloupnost je nebo není Cauchyovská v obou normách.

Cauchyovská posloupnost (Bolzanova-Cauchyova podmínka): (nutná podmínka kon-
vergence)
De�nice: Øekneme, ¾e posloupnost {an}∞n=1 je Cauchyovská, jestli¾e ∀ε > 0 ∃n0 ∈ N tak, ¾e
∀m,n ≥ n0 je ||am − an||2,1 < ε

Lemma: Ka¾dá konvergentní posloupnost je Cauchyovská.

De�nice: Prostor X nazveme úplný, jestli¾e ka¾dá Cauchyovská posloupnost je konvergentní.
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2. Pøedná¹ka

Obsah: Ritz-Galerkinova metoda + pøíklad.
Diskretizaèní chyba.
Apriorní a aposteriorní odhady.

Metoda koneèných prvkù: Ritzova-Galerkinova metoda:

� Obecné dìlení τh oblasti Ω = 〈0, l〉, ei = 〈xi, xi+1〉 délky nejvý¹e h, tj. |xi+1−xi| ≤ h.

� U(τh) = Uh mno¾ina spojitých funkcí na Ω = 〈0, l〉 a lineárních na ka¾dém z intervalù
ei ∈ τh. Uh ⊂ H1.

� UD
h mno¾ina funkcí z Uh splòující Dirichletovu OP - mno¾ina pøípustných funkcí.

UD
h ⊂ H1

D.

� Vh mno¾ina funkcí z Uh které splòují homogenní Dirichletovu podmínku, mno¾ina
testovacích funkcí. Vh ⊂ H1

V .

� Bázové prvky prostoru φ(x) ∈ Uh:

φi(xj) =
{1 i = j

0 i 6= j

� Napøíklad:

φ1(x) =


x2 − x
h1

x ∈ 〈x1, x2〉,

0 jinde,

φi(x) =


x− xi−1

hi−1

x ∈ 〈xi−1, xi〉,

xi+1 − x
hi

x ∈ 〈xi, xi+1〉,

0 jinde,

i = 2, . . . , N − 1

1



φN(x) =


x− xN−1

hN−1

x ∈ 〈xN−1, xN〉,

0 jinde.

� Ka¾dá funkce uh(x) ∈ Uh lze vyjádøit ve tvaru: uh(x) =
N∑
i=1

uiφi(x).

� I = {1, . . . , N} mno¾ina indexù, ID = {i : xi ∈ ΓD}, kde ΓD hranice, kde je zadána
Dirichletova okrajová podmínka, je mno¾ina indexù pøíslu¹ných k Dirichletovì OP,
IV = I − ID.

� φD(x) =
∑
k∈ID

ûkφk(x), kde ûk je zadaná hodnota Dirichletovy OP v xk ∈ ΓD.

� Potom ka¾dou funkci uh(x) ∈ UD
h lze vyjádøit ve tvaru uh(x) = φD(x) +

∑
i∈IV

uiφi(x).

� Ka¾dou funkci vh ∈ Vh lze vyjádøit ve tvaru vh(x) =
∑
i∈IV

viφi(x). Funkce φi, pro

i ∈ IV , jsou bázové funkce prostoru Vh.

Mìjme úlohu (a je bilineární, symetrická, V-eliptická)

u ∈ H1
D

a(u, v) = b(v), ∀v ∈ H1
V ,

⇐⇒
u ∈ H1

D

J(u) = min{J(w) : w ∈ H1
D}.
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� Uh = span{φi, i = 1, . . . , N}.

� Koneènì-dimenzionální aproximace nekoneènì-dimenzionálních prostorù:

UD
h = φD + span{φi, i ∈ IV } ⊂ H1

D,

Vh = span{φi, i ∈ IV } ⊂ H1
V ,

� Pøibli¾né øe¹ení lze de�novat jako øe¹ení následující úlohy:

uh ∈ UD
h

a(uh, vh) = b(vh), ∀vh ∈ Vh,

}
Galerkinova metoda

⇐⇒
uh ∈ UD

h

J(uh) = min{J(wh) : wh ∈ UD
h }.

Ritzova metoda

Galerkinova metoda: postupnì za vh volím postupnì v¹echny bázové funkce:

a(uh, φi) = b(φi), ∀i ∈ IV ,

a(φD(x) +
∑
j∈IV

ujφj(x), φi(x)) = b(φi(x)), ∀i ∈ IV ,

a(φD, φi) +
∑
j∈IV

uja(φj, φi) = b(φi), ∀i ∈ IV ,

∑
j∈IV

uja(φj, φi) = b(φi)− a(φD, φi) = bD(φi), ∀i ∈ IV ,

Au = b.

Pøíklad:

Modelová úloha (naivní pøístup):

−(ku′)′ = f x ∈ (0, l)

−ku′(l) = τ̂

u(0) = û.

Vstupní data: l = 1, f = 1− x, k = 1, τ̂ = −1
4
, û = 2.

a(u, v) =

l∫
0

ku′v′ dx =

1∫
0

u′v′ dx,
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b(v) =

l∫
0

fv dx− τ̂ v(l) =

1∫
0

(1− x)v dx− 1

4
v(l).

bD(v) =

l∫
0

fv dx− τ̂ v(l)−
l∫

0

kũ′v′ dx =

1∫
0

(1− x)v dx− 1

4
v(l)−

1∫
0

ũ′v′ dx.

Volba diskretizace sítì a báze:

φ1(x) =

1− 3x, x ∈ 〈0, 1

3
〉,

0, jinde,

φ2(x) =


3x, x ∈ 〈0, 1

3
〉,

3− 6x, x ∈ 〈1
3
,
1

2
〉,

0, jinde,

φ3(x) =


6x− 2, x ∈ 〈1

3
,
1

2
〉,

2− 2x, x ∈ 〈1
2
, 1〉,

0, jinde,

φ4(x) =

2x− 1 x ∈ 〈1
2
, 1〉,

0 jinde.
Pøibli¾né øe¹ení hledám ve tvaru

uh(x) = 2φ1︸︷︷︸
φD

+u2φ2 + u3φ3 + u4φ4,

ID = {1}, IV = {2, 3, 4}

a(uh, φ2) = u2a(φ2, φ2) + u3a(φ3, φ2) + u4a(φ4, φ2)

a(uh, φ3) = u2a(φ2, φ3) + u3a(φ3, φ3) + u4a(φ4, φ3)

a(uh, φ4) = u2a(φ2, φ4) + u3a(φ3, φ4) + u4a(φ4, φ4)
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a(φ2, φ2) =

∫ 1

0

φ′2φ
′
2 dx =

∫ 1/3

0

3 · 3 dx+

∫ 1/2

1/3

−6 · (−6) dx = 9

a(φ3, φ2) = a(φ2, φ3) =

∫ 1

0

φ′2φ
′
3 dx =

∫ 1/2

1/3

−6 · 6 dx = −6

a(φ4, φ2) = a(φ2, φ4) = 0

a(φ3, φ3) =

∫ 1

0

φ′3φ
′
3 dx =

∫ 1/2

1/3

6 · 6 dx+

∫ 1

1/2

−2 · (−2) dx = 8

a(φ4, φ3) = a(φ3, φ4) =

∫ 1

0

φ′3φ
′
4 dx =

∫ 1

1/2

−2 · 2 dx = −2

a(φ4, φ4) =

∫ 1

0

φ′4φ
′
4 dx =

∫ 1

1/2

2 · 2 dx = 2

bD(φ2) =

∫ 1

0

(1− x)φ2 dx+
1

4
φ2(1)−

∫ 1

0

2φ′1φ
′
2 dx =

=

∫ 1/3

0

(1− x)3x dx+

∫ 1/2

1/3

(1− x)(3− 6x) dx+ 0 +

∫ 1/3

0

2 · (−3) · 3 dx =

=
445

72

bD(φ3) =

∫ 1

0

(1− x)φ3 dx+
1

4
φ3(1)−

∫ 1

0

2φ′1φ
′
3 dx =

=

∫ 1/2

1/3

(1− x)(6x− 2) dx+

∫ 1

1/2

(1− x)(2x− 2) dx+ 0 + 0 =
7

54

bD(φ4) =

∫ 1

0

(1− x)φ4 dx+
1

4
φ4(1)−

∫ 1

0

2φ′1φ
′
4 dx =

=

∫ 1

1/2

(1− x)(2x− 1) dx+
1

4
+ 0 = − 5

54

 9 −6 0
−6 8 −2
0 −2 2

 ·
 u2

u3

u4

 =

 445
72
7
54
−5
24

 .
u = [2.0340 2.0208 1.9167]T
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� Pokud je a(u, v) symetrická pozitivní bilineární forma, potom matice A je symetrická
pozitivnì de�nitní.

� Øídkost matice A, tøídiagonální matice A.

Algoritmizace MKP:

Diskretizace τh = {e1, . . . , eN−1}, ei = 〈xi, xi+1〉, 0 = x1 < x2 < · · · < xN = l.

1. Data pro popis úlohy: organizace dat po prvcích, pro ka¾dý element el:

� x(1), x(2) souøadnice koncových bodù elementu,

� r, s èísla koncových bodù,

� kl, fl hodnoty materiálových dat a pravé strany pro element

� Krajní body:

{ x - souøadnice krajù,

{ Typ podmínky: Dirichletova, Neumannova . . .

{ r èíslo bodù

{ û, τ̂ zadaná hodnota OP

2. Sestavení soustavy po prvcích: Prvky matice A a pravé strany b jsou integrály, které
lze poèítat jako souèet integrálù pøes jednotlivé prvky:

aij =
N−1∑
l=1

∫
el

klφ
′
iφ
′
j dx

bi =
N−1∑
l=1

∫
el

flφi dx

Prùbìh bázové funkce na elementu el mù¾e být pouze následujícího prùbìhu:

φi|el =


ψ′(1); ψ′(1) = − 1

hl
,

ψ(2); ψ′(1) =
1

hl
, hl = x(2) − x(1)

0,

Nenulové pøíspìvky lze zapsat do lokální matice A(l) a vektoru b(l).

A(l) =
kl
hl

[
1 −1
−1 1

]
, b(l) =

1

2
flhl

[
1
1

]
.
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Pøiètení lokálních pøíspìvkù do globální soustavy:

arr = arr + a
(l)
11 ,

ars = ars + a
(l)
12 ,

asr = asr + a
(l)
21 ,

ass = ass + a
(l)
22 ,

br = br + b
(l)
1 ,

bs = bs + b
(l)
2 .

3. Úprava vzhledem k okrajovým podmínkám:

� Dirichletova podmínka v uzlu xr:
k pravé stranì se pøidá vektor (−a(φD, φ1), . . . ,−a(φD, φN)), kde φD = ûφr,
tj. r-tý sloupec matice A se pøenásobí û a odeète od pravé strany. V pøípadì
homogenní Dirichletovy OP nedojde ke zmìnì. Potom úprava prvního øádku a
sloupce matice A (vynulování) a nastavení hodnot urr = 1, br = û.

� Neumannova podmínka v uzlu xr:
k polo¾ce br pøidáme hodnotu τ̂ .
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Metoda koneèných prvkù: Diskretizaèní chyba:

� Nech» u je øe¹ení okrajové úlohy, uh je øe¹ení Ritzovou-Galerkinovou metodou.

� Diskretizaèní chyba: eh = u− uh.

� ||u− uh||E =
√
a(u− uh, u− uh).

� ||u− uh||2,1 =

(∫
Ω

[u− uh]2 dx+
∫
Ω

[u′ − u′h]2 dx
) 1

2

.

Céovo Lemma: Nech» okrajová úloha má V-eliptickou a omezenou (pøíp. symetrickou)
bilineární formu a(u, v), u je slabé øe¹ení okrajové úlohy, uh je øe¹ení získané Ritzovou-
Galerkinovou metodou, tj.

u = ũ+ u0 ∈ H1
D : a(u, v) = b(v), ∀v ∈ H1

V ,

uh = ũh + u0
h ∈ UD

h : a(uh, vh) = b(vh), ∀vh ∈ Vh,

potom platí
||u− uh||E ≤ ||u− w||E ∀w ∈ UD

h ,

||u− uh||2,1 ≤
M

m
||u− w||2,1 ∀w ∈ UD

h .

� uh je optimální aproximace øe¹ení u na prostoru UD
h mìøeno v energetické normì a

kvazi-optimální (a¾ na konstantu) mìøeno ve 2, 1 normì.

� Diskretizaèní chybu sní¾íme zjemnìním dìlení (intuitivnì).

� Zjemnìní nemusíme provádìt tam, kde je prùbìh øe¹ení lineární (pokud volíme line-
ární P1 prvky).

� Zjemnìní musí být tam, kde oèekáváme velké zmìny v øe¹ení, nebo v derivaci.

� Porovnáním øe¹ení na jemné a hrubé síti, mù¾eme získat pøedstavu o dal¹ím postupu
(zda je øe¹ení ji¾ postaèující, nebo dále zjemòovat).

8



� Pokud je øe¹ení okrajové úlohy u spojité a Ihu = uI je lineární intrepolace pro dané
dìlením τh, tj. uI(xj) = u(xj), kde uj jsou uzly sítì, potom

||u− uh||E ≤ ||u− Ihu||E, ||u− uh||2,1 ≤
M

m
||u− Ihu||2,1.

� Odhady bychom mohli získat z iterpolace.

Vìta: Nech» u ∈ H2(Ω) (vy¹¹í regularita øe¹ení), potom pro chybu interpolace uI = Ihu
platí

||u− uI ||L2(Ω) ≤ h2||u′′||L2(Ω),

||u′ − u′I ||L2(Ω) ≤ h||u′′||L2(Ω),

||u− uI ||H1(Ω) ≤
√
h2 + h4||u′′||L2(Ω).

Vìta: Nech» u ∈ H1(Ω), potom pro chybu interpolace uI = Ihu platí

||u− uI ||L2(Ω) ≤ h||u′||L2(Ω).

Apriorní odhad chyby:

Kvalitativní posouzení aproximace (závisí na u′′, co¾ neznáme), nepou¾ívají znalost vypoè-
teného øe¹ení.

Rychlost konvergence: pro u ∈ H2(Ω)

v H1 normì

� Podle Céova lemmatu a odhadu chyby interpolace: pro u ∈ H2(Ω)

||u− uh||2,1 ≤ C||u− uI ||2,1 ≤ C
√
h2 + h4||u′′||L2(Ω),

||u− uh||2,1 ≤ Kh||u′′||L2(Ω) = K(u)h pro h ≤ h0,

kde h je diskretizaèní parametr (délka nejdel¹í strany dìlení τh) a K(u) závisí pouze
na pøesném øe¹ení, nikoliv na diskretizaci.

� Pro h→ 0+ konverguje øe¹ení uh k pøesnému øe¹ení u a platí i pro derivace.

� Pøi volbì h
2
je zmen¹ení chyby o polovinu.

� Asymptotická rychlost konvergence.

v L2 normì
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� ||u− uh||2,0 ≤ Ch2||u′′||2,0.

� Aproximace øe¹ení je pøesnìj¹í, ne¾ aproximace derivací (tokù).

Celkovì pro u ∈ H2(Ω) platí:

||u− uh||2,0 + h||u− uh||2,1 ≤ Kh2||u′′||2,0.

Rychlost konvergence: pro u ∈ H1(Ω)

Bez pøedpokladu vy¹¹í regularity øe¹ení lze ukázat, ¾e aproximace uh konverguje k
pøesnému øe¹ení u v následujícím smyslu:

∀ε > 0 ∃hε > 0 ∀h < hε platí ||u− uh||2,1 < ε.

� Mohu øíci, ¾e konverguje, ale nevím jak rychle.

Vìta: Nech» u je slabé øe¹ení okrajové úlohy

−(ku′)′ = f pro Ω = (0, l)

u(0) = 0

−k(l)u′(l) = τ̂ .

Pokud uh je øe¹ení MKP s dìlením τh s uzly xj a lineárními koneènými prvky (P1 elementy)
a pøedpokládáme, ¾e k je konstantní na elementech, potom uh je rovno lineární interpolaci
pøesného øe¹ení Ihu s uzly xj.

� Vý¹e uvedená vìta je pro pomìrnì speciální bilineární formu a.

� Obecnì platí, ¾e existují body, ve kterých je MKP aproximace lep¹í, ne¾ v jiných
bodech (vlastnost superkonvergence).

Aposteriorní odhad chyby:

Kvantitativní odhad normy chyby ||eh||. Mohou se zde objevit velièiny odvozené z
výpoètu uh.

� η(h, uh, f, τ̂ , û) je aposteriorní odhad (estimátor), pokud ||u− uh|| ≤ η.

� Pokud η =
√ ∑

T∈τh
η2
T , potom ηT jsou lokální indikátory diskretizaèní chyby.

� Lokální indikátory jsou základem adaptivního zjemòování sítì → zjemòuji dìlením
tìch elementù T ∈ τh, pro která jsou ηT velká.

� Cílem je mít ηT pøibli¾nì stejné na v¹ech T ∈ τh.

� Celkový estimátor η je men¹í ne¾ zadané tolerance.
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� Efektivita a spolehlivost: Ceη ≤ ||u − uh|| ≤ Csη (chceme mít co nejmen¹í rozdíl
Cs − Ce).

� Asymptotická pøesnost: lim
h→0

η
||u−uh||

= 0.

� Cena výpoètu indikátorù (pokud mo¾no úmìrná poètu neznámých).

Aposteriorní doplnìk apriorního odhadu:

Pokud u ∈ H2(Ω), potom ||u− uh||E ≤ C
√
h2 + h4||u′′||L2(Ω).

Pro úlohu −(ku′)′ = f a konstantu M z odhadu omezenosti bilineární formy a plyne

||u− uh||2,1 ≤M
√

(h2
0 + h4

0)||1
k
f ||L2(Ω),

kde η = M
√

(h2
0 + h4

0)|| 1
k
f ||L2(Ω) je estimátor a ηT = M

√
(h2

0 + h4
0)|| 1

k
f ||L2(T ) jsou lokální

indikátory.

Problémem je pøedpoklad u ∈ H2(Ω).

Residuální odhady:

Zalo¾eno na reziduální rovnici a(u− uh, v), kde u je øe¹ení okrajové úlohy, v ∈ V :

a(eh, eh) = ||u− uh||2E ≤ cηR.

Hierarchické odhady:

� Dvì øe¹ení na dvou jemnostech sítì: uh pøíslu¹né síti τh a uh/2 pøíslu¹né k síti τh/2.
Sí» τh/2 vznikne dìlím sítì τh, proto bude platit Vh ⊂ Vh/2.

� η = ||uh/2 − uh|| ∼ ||u − uh||: chceme pou¾ít rozdíl dvou øe¹ení na dvou jemnostech
sítì jako estimátor chyby.

�

||u− uh|| ≤ ||u− uh/2||+ ||uh/2 − uh||,

||u− uh||2E ≤ ||u− uh/2||2E + ||uh/2 − uh||2E.

� Saturaèní pøedpoklad:

||u− uh/2|| ≤ β||u− uh||, β < 1,

||u− uh/2||E ≤ β||u− uh||E, β < 1.
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� Potom platí
||u− uh|| ≤ β||u− uh||+ ||uh/2 − uh||,

||u− uh|| ≤
1

1− β
||uh/2 − uh||,

||u− uh||2E ≤ β2||u− uh||2E + ||uh/2 − uh||2E,

||u− uh||2E ≤
1

1− β2
||uh/2 − uh||2E.

� Dívá se na úlohu globálnì, ne lokálnì pøes elementy T ∈ τh.

� Nároèný a èasto pomalý výpoèet. K odhadu chyby potøebujeme nejen øe¹ení na Uh,
ale i Uh/2.

� Vyu¾ití hierarchické báze:

Uh = span{φh1 , . . . , φhn},
Uh/2 = span{φh/21 , . . . , φ

h/2
2n−1} = span{φH1 , . . . , φH2n−1},

kde φH je oznaèení hierarchické báze a platí

φHk

{
φhi k = 2i− 1, xk ∈ τh,
φ
h/2
i k = 2i, xk ∈ τh/2, xk /∈ τh.

� Odpovídá rozkladu Uh/2 = Uh ⊕ Vh/2, kde prostory Uh ⊥a Vh/2.

� Pou¾ití hierarchické báze vede na soustavu[
Ah,h 0

0 Ah/2,h/2

] [
uh
uh/2

]
=

[
bh
bh/2

]
.
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
a(φH1 , φ

H
1 ) a(φH2 , φ

H
1 ) a(φH3 , φ

H
1 ) a(φH4 , φ

H
1 ) . . . a(φH2n−1, φ

H
1 )

a(φH1 , φ
H
2 ) a(φH2 , φ

H
2 ) a(φH3 , φ

H
2 ) a(φH4 , φ

H
2 ) . . . a(φH2n−1, φ

H
2 )

a(φH1 , φ
H
3 ) a(φH2 , φ

H
3 ) a(φH3 , φ

H
1 ) a(φH4 , φ

H
3 ) . . . a(φH2n−1, φ

H
3 )

...
...

...
...

. . .
...

a(φH1 , φ
H
2n−1) a(φH2 , φ

H
2n−1) a(φH3 , φ

H
2n−1) a(φH4 , φ

H
2n−1) . . . a(φH2n−1, φ

H
2n−1)




u1

u2

u3
...

u2n−1

 =


b(φH1 )
b(φH2 )
b(φH3 )

...
b(φH2n−1)


Pøehazování sloupcù v matici → pøehazování neznámých ve vektoru u.

V¹echny liché/sudé sloupce k sobì.
a(φH1 , φ

H
1 ) a(φH3 , φ

H
1 ) . . . a(φH2 , φ

H
1 ) a(φH4 , φ

H
1 ) . . . a(φH2n−1, φ

H
1 )

a(φH1 , φ
H
2 ) a(φH3 , φ

H
2 ) . . . a(φH2 , φ

H
2 ) a(φH4 , φ

H
2 ) . . . a(φH2n−1, φ

H
2 )

a(φH1 , φ
H
3 ) a(φH3 , φ

H
1 ) . . . a(φH2 , φ

H
3 ) a(φH4 , φ

H
3 ) . . . a(φH2n−1, φ

H
3 )

...
...

...
...

. . .
...

a(φH1 , φ
H
2n−1) a(φH3 , φ

H
2n−1) . . . a(φH2 , φ

H
2n−1) a(φH4 , φ

H
2n−1) . . . a(φH2n−1, φ

H
2n−1)




u1

u3
...
u2

...u2n−1

 =


b(φH1 )
b(φH2 )
b(φH3 )

...
b(φH2n−1)


Pøehazování øádkù v matici → pøehazování ve vektoru pravé strany b.

V¹echny liché/sudé øádky k sobì.

a(φH1 , φ
H
1 ) a(φH3 , φ

H
1 ) . . . a(φH2 , φ

H
1 ) a(φH4 , φ

H
1 ) . . . a(φH2n−1, φ

H
1 )

a(φH1 , φ
H
3 ) a(φH3 , φ

H
1 ) . . . a(φH2 , φ

H
3 ) a(φH4 , φ

H
3 ) . . . a(φH2n−1, φ

H
3 )

...
...

...
...

. . .
...

a(φH1 , φ
H
2 ) a(φH3 , φ

H
2 ) . . . a(φH2 , φ

H
2 ) a(φH4 , φ

H
2 ) . . . a(φH2n−1, φ

H
2 )

...
...

...
...

. . .
...

a(φH1 , φ
H
2n−1) a(φH3 , φ

H
2n−1) . . . a(φH2 , φ

H
2n−1) a(φH4 , φ

H
2n−1) . . . a(φH2n−1, φ

H
2n−1)





u1

u3
...
u2
...

u2n−1


=



b(φH1 )
b(φH3 )

...
b(φH2 )

...
b(φH2n−1)


[
Ah,h Ah/2,h

Ah,h/2 Ah/2,h/2

] [
uh
uh/2

]
=

[
bh
bh/2

]
(1)

� uh/2 = uh + vh/2, η = ||vh/2||.

� Nemusí být splnìna saturaèní vlastnost.

Odhad pomocí zhlazené (zprùmìrované) derivace:

� Postprocessing.

� Zalo¾ené na úpravì vypoèteného øe¹ení pomocí prùmìrovacích technik, aby bylo
øe¹ení hlad¹í a tedy lépe aproximovalo øe¹ení.

�

η2
S =

∫
Ω

(gh − u′h)2 dx ∼
∫
Ω

(u′ − u′h)2 dx = ||u− uh||2E.
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� Chci aby gh je aproximace derivace øe¹ení, která je `lep¹í' ne¾ u′h, ale ne novým
výpoètem.

�

gh(xi) =



1

2
[u′h(x

+
i ) + u′h(x

−
i )], i = 1, . . . , n− 1,

1

2
[u′h(x

+
0 ) + u′h(x

+
1 )], i = 0,

1

2
[u′h(x

−
n ) + u′h(x

−
n−1)], i = n.
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3. Pøedná¹ka

Vícerozmìrné modely:

� Uva¾ujme funkce u : Ω → R1 de�nované na mno¾inì Ω ⊂ R2, Ω ⊂ R3.

� Mno¾inu Ω nazveme oblastí, pokud je otevøená a souvislá (bez 'dìr', nejsou oddìlené
èásti).

� ∂Ω oznaèíme hranici oblasti Ω,

� Ω̄ oznaèíme uzávìr oblasti, tj. Ω̄ = Ω ∩ ∂Ω.

� Pøedpokládáme, ¾e pro x ∈ ∂Ω existuje jednotkový vektor vnìj¹í normály. Míra mno¾iny
v nich¾ normála neexistuje je nulová (Oblast tøídy C1).

� Lokálnì se oblast rozkládá v¾dy na jedné stranì hranice.

� → Oblasti s lipschitzovskou hranicí, regulární oblasti.

Úloha vedení tepla:
−div(Kgradu) = f v Ω

u = û na ΓD

Kgradu · n = τ̂ na ΓN

−∇(K∇u) = f v Ω

u = û na ΓD

K∇u · n = τ̂ na ΓN

−
d∑

i=1

∂

∂xi

(
K
∂u

∂xi

)
= f v Ω

u = û na ΓD

d∑
i=1

K
∂

∂xj
ni = τ̂ na ΓN

kde ΓD je èást hranice ∂Ω s pøedepsanou Dirichletovou podmínkou a ΓN je èást hranice ∂Ω s
pøedepsanou Neumannovou podmínkou. Dále platí ΓD ∪ ΓN = ∂Ω−M1 a ΓD ∩ ΓN =M2, kde
mno¾iny M1 a M2 jsou mno¾iny míry nula.

gradu · n⃗ = ∇u · n⃗ = ∂u
∂n⃗

je derivace ve smìru jednotkové normály.

Nespojitosti v pravé stranì nebo v koe�cientech lze opìt øe¹it podmínkami pøechodu.

Problematika oblasti: Mìjme úlohu (poissonovu rovnici)

∆u = −2 v Ω

u = 0 na ∂Ω

� ∆u = ∂2u
∂x2

1
+ ∂2u

∂x2
2
.
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� Ω = {(x1, x2) : x21 + x22 < 1}, potom lze nalézt øe¹ení u(x1, x2) = 1
2
− 1

2
x21 − 1

2
x22. Øe¹ení

má spojité derivace 2. øádu u ∈ C2(Ω̄).

� Ω = {(x1, x2) : 0 < x1 < 1, 0 < x2 < 1}, úloha nemá jednoduché analytické øe¹ení a není
u ∈ C2(Ω̄).

� Oblast tvaru L (nekonvexní) je je¹tì komplikovanìj¹í.

� Hladkost øe¹ení je ovlivnìna hladkostí oblasti.

Slabá formulace:

Hledáme u ∈ UD : a(u, v) = b(v), ∀v ∈ V , kde

a(u, v) =

∫
Ω

K∇u · ∇v dΩ,

b(v) =

∫
Ω

fv dΩ +

∫
ΓN

τ̂ v ds,

UD = {u ∈ H1(Ω) : u = û (ve smyslu stop) na ΓD}, ΓD má kladnou míru,

V = {v ∈ H1(Ω) : v = 0 (ve smyslu stop) na ΓN}.

Dùkaz:

u ∈ UD : −
∫
Ω

∇(K∇u)vdx =

∫
Ω

fvdx, ∀v ∈ V

Gaussova-Ostrogradského vìta:∫
∂Ω

a⃗ b · n⃗ dS =

∫
Ω

∇(⃗a b) dx =

∫
Ω

a⃗ · ∇b dx+
∫
Ω

b∇a⃗ dx

∫
∂Ω

K∇u v · n⃗ dS =

∫
Ω

K∇u · ∇v dx+
∫
Ω

v∇(K∇u) dx

−
∫
Ω

v∇(K∇u) dx =

∫
Ω

K∇u · ∇v dx−
∫
∂Ω

K∇u v · n⃗ dS

∫
Ω

K∇u · ∇v dx =

∫
Ω

fvdx+

∫
ΓN

K∇u v · n⃗ dS, ∀v ∈ V

u ∈ UD :

∫
Ω

K∇u · ∇v dx

︸ ︷︷ ︸
a(u,v)

=

∫
Ω

fvdx+

∫
ΓN

τ̂ v dS

︸ ︷︷ ︸
b(v)

, ∀v ∈ V

Vìta (Sobolevova vìta o vnoøení): Nech» Ω ⊂ Rd, k > d
2
. Potom

a) existuje vnoøení Hk(Ω) ⊂ C(Ω̄), tj.

∀u ∈ Hk(Ω)∃ũ ∈ C(Ω̄) : u = ũ s.v.
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b) vnoøení je spojité, tj. existuje konstanta c tak, ¾e

||u||∞ ≤ ||ũ||C(Ω̄) ≤ c||u||2,k, ∀u ∈ Hk(Ω)

Poznámky:

1. Ω = (0, l) ⊂ R1, k > 1
2
, potom H1(0, l) ⊂ C(⟨0, l⟩), tj. v 1D jsou funkce ze sobolevova

prostoru s jednou zobecnìnou derivací spojité i na hranicích,

2. Ω ⊂ R2, k > 2
2
= 1, potom H2(Ω) ⊂ C(Ω̄), tj. ve 2D nemusí být funkce z H1 spojité.

Ω ⊂ R3, k > 3
2
, potom H2(Ω) ⊂ C(Ω̄), tj. ve 3D nemusí být funkce z H1 spojité.

→ problém s interpolacemi (bodovými), nelze pracovat s bodovými hodnotami u, jak chápat
hodnoty na hranici (Dirichletova podmínka).

Vìta (O stopách): Existuje právì jeden spojitý lineární operátor γ : H1(Ω) → L2(∂Ω) takový,
¾e

a) stopa funkce γv je restrikcí na hranici v pøípadì funkce spojité a¾ do hranice,

γv = v|∂Ω, ∀v ∈ C1(Ω̄)

b) stopa funkce γv ∈ L2(∂Ω), existuje konstanta C tak, ¾e

||γv||2,0,∂Ω ≤ C||v||2,1,Ω, ∀v ∈ H1(Ω)

c) Existuje konstanta C tak, ¾e

||γv||2,0,∂Ω ≤ C
√

||v||2,0,Ω
√

||v||2,1,Ω, ∀v ∈ H1(Ω)

Vlastnosti:

� Bilineární forma a(u, v) je omezená

|a(u, v)| ≤ k1||u||2,1 · ||v||2,1, ∀u, v ∈ H1(Ω).

� Bilineární forma a(u, v) je V-eliptická: pro v ∈ V platí

|a(v, v)| ≥ k0c||v||22,1.

� Nech» f ∈ L2(Ω), pak b je omezený funkcionál, pokud pro v ∈ H1(Ω) platí

|b(v)| ≤ B||v||2,1.

� Existence: Lax-Milgramova vìta (nevy¾aduje symetrii bilineární formy a(u, v)).

� Existence: Pokud ΓD = ∅ (pouze Neumannova podmínka), lze existenci zajistit, jen pokud
platí ∫

Ω

f dΩ +

∫
ΓN

τ̂ ds = 0,

tj. nulová bilance zdrojù.

Vìta (regularita øe¹ení): Øe¹ení (modelové) úlohy patøí do H2(Ω) pokud k je konstantní
nebo spojitì diferencovatelná na Ω, úloha má jenom Dirichletovy nebo Neumannovy okrajové
podmínky, oblast Ω je hladká nebo je Ω konvexní mnohoúhelník èi mnohostìn.

Poznámka: Interpolace je za pøedpokladu u ∈ H2, tj. pracuji se spojitými funkcemi.
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MKP pro vícerozmìrné úlohy:

� Konstrukce prostoru Uh ⊂ H1(Ω) a jeho èástí UD
h a Vh.

� Lineární trojúhelníkové prvky. τh triangulace oblasti, tak aby rùzné trojúhelníkové ele-
menty mìli spoleènou buï stranu nebo vrchol, nebo jsou disjunktní. Nutnost omezit úhly
(abychom nezískali dlouhé uzouèké elementy).

� Nh je mno¾ina uzlù, Ti je i-tý element (trojúhelník).

� U obecné oblasti mù¾eme pomocí trojúhelníkù (nebo jiných útvarù) oblast jen aproximo-
vat.

� Prostor Uh de�nujeme volbou uzlové báze {ϕi}ni=1:

ϕi(x
j) = δij, ϕi|T ∈ P1 ∀T ∈ τh.

Vstupní data:

� Vstupní data pro uzly: souøadnice uzlù, rozli¹ení vnitøních a hranièních, rozli¹ení uzlù pro
odpovídající zadané okrajové podmínky.

� Vstupní data pro elementy: identita lokálních uzlù s globálním èíslováním, koe�cienty a
hodnoty pravé strany f(xT ) pro daný element v tì¾i¹ti xT .

� Vstupní data pro okrajové podmínky: uzly pro Dirichletovu OP a hodnotu DOP, strany
pro Neumannovu OP a hodnoty NOP.

Matice lineárního elementu:

� Courantùv element (lineární trojúhelník).

� Pøíspìvky aij:

aij = a(ϕj, ϕi) =

∫
Ω

(Kgrad(ϕj), grad(ϕi)) dx,

Pøíspìvky elementu Tk získáme uva¾ováním restrikce bázové funkce ϕi na Tk:

ϕi|Tk
=

{
0 pro vrcholy mimo elementTk
ψj pro vrcholy v elementuTk

� Lokální matice

AT =

∫
T

BTKB dx, B =

[
∂ϕ1

∂x1

∂ϕ2

∂x1

∂ϕ3

∂x1
∂ϕ1

∂x2

∂ϕ2

∂x2

∂ϕ3

∂x2

]
.

� Úprava globální matice A.

Vektor pravé strany:

�

bi =
∑
T


∫
T

fϕi dx+
∑

s(T )⊂ΓN

∫
s(T )

τ̂ϕi ds


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� Pøíspìvek pravé strany na elementu Tk:

bki =

∫
Tk

fψi dx.

� Zohlednìní okrajových podmínek.

Získáme úlohu uh ∈ Vh :

a(uh, vh) = b(vh)− a(ûDh , vh) = bD(vh), ∀vh ∈ Vh.

Hledáme u ∈ UD : a(u, v) = b(v), ∀v ∈ V .

Hledáme MKP øe¹ení uh ∈ UD
h : a(uh, vh) = b(vh), ∀vh ∈ Vh, které získáme Galerkinovou meto-

dou (uva¾ujeme pøesnou integraci).

Céovo Lemma: Nech» okrajová úloha má V eliptickou a omezenou bilineární formu a, u je
slabé øe¹ení okrajové úlohy, uh je øe¹ení získané Ritzovou-Galerkinovou metodou, tj.

u = ũ+ u0 ∈ UD : a(u, v) = b(v), ∀v ∈ V,

uh = ũh + u0h ∈ UD
h : a(uh, vh) = b(vh), ∀vh ∈ Vh,

potom platí
||u− uh||E ≤ ||u− w||E ∀w ∈ UD

h ,

||u− uh||2,1 ≤
M

m
||u− w||2,1 ∀w ∈ UD

h .

Lemma: Libovolný nedegerovaný trojúhelník (simplex) T ∈ R2 (Rd) je obrazem referenèního
trojúhelníku (simplexu) T̂ , co¾ je dáno a�nní regulární transformací FT : R2 → R2 (FT : Rd →
Rd) tvaru

x̂ 7→ FT (x̂) = BT x̂+ bT

s regulární maticí BT ∈ R2×2(Rd×d) a vektorem bT ∈ R2(Rd).

A�nní transformace je regulární, pokud je regulární matice BT .
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Apriorní odhady:

� Céovo lemma + chyba interpolace.

� Variaèní pøestupky:

{ Ωh ̸= Ω: oblast lze pouze aproximovat (køivoèaré hranice), pro pøesnou aproximaci
volit izoparametrické prvky.

{ fh ̸= f , pou¾ití numerické integrace, lze interpretovat, jako pøesné øe¹ení s jinou
pravou stranou.

{ τ̂h ̸= τ̂ , pou¾ití numerické integrace, lze interpretovat, jako pøesné øe¹ení s jinou
Neumannovou okrajovou podmínkou.

{ ûh ̸= û aproximujeme û.

Pro u ∈ H2(Ω):

||u− uh||2,0 + h||u− uh||2,1 ≤ ch2|u|2,2 pro u ∈ H2(Ω).

Pro u ∈ H1(Ω): Doká¾eme pouze konvergenci ||u− uh||2,0 → 0 pro h→ 0.

Aposteriorní odhady:

� residuální odhady:

||u− uh||E = sup
w ̸=0

a(u− uh, w)

||w||E
≤ η,

η =

(∑
T∈τh:

η2T

)1/2

ηT = (h2T ||RT ||22,0,T + hT ||rt||22,0,∂T )1/2,

RT =

(∑
ij

kij
∂2uh
∂xi∂xj

+ f

)
T

T ∈ τh,

rt =

(
τ̂ − k

∂uh
∂n

)
t

pro t ∈ ΓN ,

rt =

(
k
∂uh
∂n

)
t

pro t /∈ ΓN ,

� Hierarchické odhady:

Dvì øe¹ení na dvou jemnostech sítì: uh pøíslu¹né síti τh a uh/2 pøíslu¹né k síti τh/2. Sí» τh/2
vznikne dìlím sítì τh, proto bude platit Vh ⊂ Vh/2.

η = ||uh/2 − uh|| ∼ ||u − uh||: chceme pou¾ít rozdíl dvou øe¹ení na dvou jemnostech sítì
jako estimátor chyby.

Saturaèní pøedpoklad: (nemusí platit)

||u− uh/2|| ≤ β||u− uh||, β < 1,

||u− uh/2||E ≤ β||u− uh||E, β < 1.
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Pou¾ití hierarchické báze vede na soustavu (není diagonální)[
Ah,h Ah,h/2

Ah/2,h Ah/2,h/2

] [
uh

uh/2

]
=

[
bh

bh/2

]
.

uh/2 = uh + wh/2, η = ||wh/2||E.

� Zhlazené derivace:

Postprocessing.

η2S =

∫
Ω

(gh −∇uh)2 dx ∼
∫
Ω

K(∇u−∇uh)(gh −∇uh) dx = ||u− uh||2E.
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