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Linearni systémy (pokr.)

Milo§ Schlegel

schlegel@kky.zcu.cz

Opakovani: zakladni pojmy

1. Relace vstup-vystup libovolného spojitého linearniho staciondrniho kauzalniho
systému lze vyjadrit ve tvaru

y(t) = j h(t - )u(r)dr =j h()u(t —7)dr
0 0
kde A(t) je tzv. vahova (neboli impulsni) funkce systému.
2. Laplaceova transformace: L {h(t)} =H(s)= J‘h(t)eﬂtdt,
0
c+ joo

LNH(s)}=h(t) = 271Tj jH(s)e‘”ds.

c— joo

3. Inverzni Laplaceova
Transformace:

4. Systém 1.radu:

X=ax+bu sX(s)=aX(s)+bU(s) Systém 1.tadu je stabilni
1 K _Y(s) b K,

a=—-——, b:J H(S)_ - -
T T U(is) s—a Ts+1
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14 14 o * 14 14 14 N~ 7
Opakovani: linearni systém 1.fadu
Linearizovany model:
q;,=q+u
B Ty+y=Kyu
vi— hty .
S | c=x—F——=
- qo Vv 2hg
S 1
Rovnovazny stav: u =0, y=0 T= P K, = B
Nelinearni popis: Ptechodova char. Frekven¢ni char.
t
- X K
iy = @~ 4.)dt Y =K,(1-e7) F(jo)=——"~
S y j +
s (qi _qn) K [h T e Im
y = S 0 /[,’f Tw =00 KO Re
e =0
4, = x\2(h+y)g : M
! o=1/T

Pienos systemu
Ptenos systému je podil obrazu vystupu ku obrazu vstupu za nulovych pocate¢nich
podminek:
Casova oblast:
L{y(t)} = L{([h(r)u(t - T)dr} u@’ ho) _J/(f)
T y(t)e ™ dt = T{Th(f)u(t - T)dr}e'”dt Ly e
0 o Lo oblast obrazi:
E=t—-7 = t=1+& = dt=d¢&
w (o U(s) Y(s)
7= {f h(r)u@)df}e””d: : — e —
0 Lo
2 2 - Y(s)
= [h()e " de[u(@e™ dE = H(s)U(s) H(s)= U(Z)
’ ’ Y(s)=H(s)U(s)
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Priklad

Systém popsany skalarni linearni diferencialni rovnici n-tého fadu s konstantnimi
koeficienty:

ay” ) +a,_y" (@) +...+ayt)=bu"@)+b,_u""@)+...+bu(t)

NPP: y(0)=y"(0)=...=y""(0)=0

Aplikovanim Laplaceovy transformace obdrzime

a,s"Y(s)+a, s"Y(s)+...+a,Y(s)=b,s"U(s)+b, s""Uls)+...+ bU(s)
Y(s) b,s"+b, s""+..+b, kH:il (s-z)

- n n-1 - n

U(s) as"+a, s +...+aq, H,-:1 (s=p,)

¢islaz,z,,...,z, nazyvame nuly pfenosu H (s)

H(s)=

¢islap,, p,,..., p, nazyvame poly pienosu H (s)

(Odvod’te vyse uvedenym zptisobem pienosy bloku: integrator,
derivator, systém 1.fadu, dopravni zpozdéni)

* /4 * 14
Serioveé spojeni
Pfenos sériove spojenych dvou bloki s prenosy H, (s), H,(s) je ptenos H(s) = H,(s)H,(s).

H(s)

RGN R R AOK prapy R

Y(s) = H,(s)U(s)
Y(s)=H,(s)Y,(s) = H,(s)H,(s)U(s)
H(s) = H,(s)H,(s)
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14 . I 4 . y
Sériove spojeni (pokr.)
u
K
H(s)=——"—, i=123
Ts+1
— o
L H(s)=——2—
(Ts+1)
Y Ko =1, T=1
——
impulsni char. ptechodova char. frekv_enépi char.
0.4 1 Nyquist Diagram ‘
) 05 /\
0.3 E
i
0.2 0.5 »
0.1 ! os
0 0 1 0 1
o 5 10 15 0 5 10 15

* Vypocet charakteristik sériového spojeni
v programu MATLAB — Control Toolbox
Ukazka programovani v jazyku MATLAM (m-soubor):

% imulsni charakteristika systemu utvoreneho seriovym spojenim

% tri stejnych systemu 1.radu s prenosem KO/(T*s+1)

Ko=1; % staticke zesileni systemu 1.r.
T=1; % casova konstanta systemu 1.r.
citatel=[K0"3]; % citatel prenosu serioveho spojeni

jmenovatel=[T"3 3*T*2 3*T 1]; % jmenovatel prenosu serioveho spojeni

H=tf(citatel, jmenovatel); % prenos serioveho spojeni

[h t}=impulse(H); % vypocet impulsni char.

plot(t,h); % vykresleni impulsni char.

[g t]=step(H); % vypocet prechodove char.

plot(t,g); % vykresleni prech. char.

nyquist(H); % vypocet + vykresleni frkvencni char.
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Paralelni spojeni

Ptenos paralelniho spojenych dvou bloki s pfenosy H, (s), H, (s)
je prenos H(s)= H,(s)+ H,(s).

H(s)

Y (s)

U(s) _’Hl(s)ié Y(s)
B PR ACk;

Y,(s) = H,(s)U(s)
Y,(s) = H,(s)U(s)
Y(s) = {H,(s)+ H,(s)[U(s)

Sério-paralelni spojeni (pokr.)

vy Lot He) - 1)+ HO L)L) -

1
| | K, K,
= + =
‘ L ‘ S Ts+1 (Ts+1)°
(Ts +1)°
H,(s)= K, , \'—L K (T*s* +2Ts + K} +1)
Ts+1 i H(s)= 03 . — 0
i=l..,4K,=T=1 y T°s” +3T"s" +3Ts+1
impulsni char. prechodova char. frekvencni char.
1 2 Nyquist Diagram

1.5

i 05 /_\
h : e u

P05
0.5 :

0 0 1 0 1 2
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* Vypocet charakteristik sério-paralelniho spojeni
v programu MATLAB — Control Toolbox

Ukazka programovani v jazyku MATLAM (m-soubor):

% charakteristiky serio-paralelniho spojeni ctyr stejnych systemu

% l.radu s prenosem KO/(T*s+1)

K0=1; % staticke zesileni systemu 1.r.
T=1; % casova konstanta systemu 1.r.
citatel=[K0]; % citatel prenosu jedne nadoby
jmenovatel=[T 1]; % jmenovatel prenosu jedne nadoby
H1=tf(citatel,jmenovatel); % prenos jedne nadoby
H=HI1+H1"3; % prenos serio-paralelniho spojeni
[h t]=impulse(H); % vypocet imp. char.

plot(t,h); % vykresleni imp. char.

[g t]=step(H); % vypocet prechodove char.
plot(t,g); % vykresleni prech. char.
nyquist(H); % vypocet a vykresleni frekv. char.

Zpétnovazebni spojeni

Ptenos zpétnovazebniho spojenych dvou blokt s pienosy F(s), G(s),
kde F(s) je pfenos piimé vétve a G(s) je pfenos zpétnovazebni vétve,

je prenos ) 5
(s)= F(s) pro zapornou zpétnou vazbu plati
1+ F(s)G(s) znaménko plus
U(s) E(s) Y(s)
e >

% F(s)
F

V(s) Gs)
E(s)=U(s)FV (s)

V(s)=G(s)Y(s)

Y(s) = F()E(s) = F(s)U(s) F F(s)G(5)Y (s)
(1£ F($)G(9)Y (5) = F()U(s)

Y(s) _ F(s)
U(s) 1£F(s)G(s)

H(s)=
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Zpétnovazebni spojeni (pokr.)

“ o, Hi(s)=—R0 12123
' Ts+1

‘: | K,=T=1;, k=0.5;
| Q) H(s) = LOHS)
=~ k)yf}\ v b, 1—kH}(s)
o ||

_ (1-k)K,
| T°s® +3T%s” +3Ts +1- kK,
impulsni char. ptechodova char.
0.2 1 Nyquist Diagram

frekvencni char.

05
).15 !

0.1 0.5 ; o D

105 -0.5

A4 14 . 14
*Zpetnovazebni spojeni (pokr.)
Zavislost poli na parametru £ ...
(1-k)H ] (s) (1-k)K;
H(s) = 3 T3 2.2 3
1-kH (s) T°s”+3T°s" +3Ts+1-kK,
k1
N
k—0 k—1
or * L I O s Eeiot
‘°'8ff: 1
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Problém fizeni

d Proces chceme Fidit vstupem u tak, aby vystup

proces procesu y sledoval zndmou (pozadovanou, referencni)
u y funkei r.
I P<c>

P(e) je obecné nelinearni operator zobrazujici
vstupni funkei u na vystupni funkei P(u)

d je funkce reprezentujici poruchu

Naivni feSeni inverzi

d
|
, | u % ¥ Kazdy regulator musi v principu
P{o) P(o) obsahovat model procesu aby mohl

generovat inverzi procesu

Inverze procesu zpétnou vazbou
s velkym zesilenim

r u y=r
) O -
— P
u:h<rfz>:h<r7[’<u>> rihi]<u>zr
h '<u>:r7P<u> =

h '<u> je velmi malé

h<0> Jje velmi velké

Linearni ptipad:

_ H(jo)
TG = Gy e
|H(j@)P(jo)|>>1 STy~ HUO L _pigy)

H(jo)P(jo)  P(jo)
T(jw)= P"'(jo) na téch frekvencich pro které je ‘H(jw)‘ >>1
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e

b(s)
a(s)

x, =lim X(s)#0

ha

X(s)=—-=, b je stabilni polynom, deg(a) = deg(h)

Priklad:

Inverze minimalné fazového
systému s relativnim fadem 0

- e

X I S
l+x (X -x,) x'X

a
b

bs+1 b

as+1 a

as+1
= bs+1

Ptfechod z fizeni v oteviené
smycce na zpétnovazebni

“zesileni”
y

P
“zesileni”
y

u y
proces
J Horni schéma je ekvivalentni s dolnim
model za piedpokladu zcela pfesného modelu
procesu, stejného pocatec¢niho stavu
procesu a za ptedpokladu, Ze na proces
nepusobi zadné poruchy.
u y
proces
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Regula¢ni smycka s jednim a dvéma
stupni volnosti

2DOF

skutecné

L(s)=C(s)P(s)

d,—>y: S(x):i1

nominalni
Ly(s) = C(s)Fy(s)

1
So(s)= m

1DOF regula¢ni smycka
s jednim stupném volnosti

2DOF regula¢ni smycka
s dvéma stupni volnosti

1DOF

pienos oteviené smycky

citlivostni funkce

1+ L(s)
roy: T(s)= L(s) T,(s) = Ly(s) komplementarni citlivostni funkce
1+ L(s) 1+ Ly(s)
. P(s) P(s) . ]
d, i S(s)= = P(s5)S(s = = t] funk h t
iy S(9) 1+ 1) (5)S(s) S,0(5) e P(5)S,(5) citlivostni funkce poruchy na vstupu
C(s) C(s) S P
: S (s)= =C(s5)S(s - — citlivostni funkce Fizeni
rou: S,(s) T+ L0s) (5)S(s) S,0(s) Lo C(5)Sy(s)

Navrh regulatoru hladiny

u (s)= K 3 Pozadavky:
(Ts +1)° 1. Hladina v teti nadrzi méa byt

regulovana piitokem do prvé
nadrze na pozadovanou
hodnotu s vysokou pfesnosti.

2. Pozadavek (1) je splnén v ustaleném
stavu i pfi skokovych poruchach
pusobicich na fizeny systém.

[ 5]
3 7

regulacni porucha
pozadovana odchylka . d 1 .
regulator proces regulovana
hodnota e Y velicina

—»%_—' G(s) F(s)

Problém navrhu regulatoru spo¢iva v nalezeni vhodného pienosu G(s).
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Navrh regulatoru hladiny (pokr.1)

Nejprve proporcionalni regulator ...

G(s)=K
K,
F(s)=m, K,=1,T=1
KK,
0(s) = GEF(s) _ (Ts+1) _ KK}
1+ G(s)F(s) L KK, T°s® +3T%s” +3Ts +1+ KK,
(Ts +1)

Zakladni pozadavek na regula¢ni smycku je stabilita. Odtud plyne,
ze vSechny poly prenosu Q(s) musi leZet v levé poloroviné komplexni
roviny. Pély ptenosu Q(s) obdrzime feSenim rovnice

T’s® +3T%s” +3Ts+1+ KK, =0
s +3s+3s+1+K=0

Navrh regulatoru hladiny (pokr.2)

Jak zavisi poloha poll na zesileni regulatoru K ?

24352 +3s+1+K=0

System: L
Root Locus Gain: 0.395
T r - : . ; . Pole: -0.633 + 0.636i
Damping: 0.706 o, =
08 Overshoot (%): 4.37 A) MATLAB Vypocet
Frequency (rad/sec): 0.897 . .
06l ] % geometrickeho mista
K =0.395
04t i % korenu
—HA3-
02} | L=H"3;
@ _
2 Ko K=0 rlocus(L);
g
E
-02
04
06
-08 - K—> o
I I I I I I I I I I

Real Axs
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Navrh regulatoru hladiny (pokr.3)

Jak zavisi pfechodova charakteristika uzaviené smycky na zesileni
regulatoru K ?

Step Response

14
Rozpor mezi piesnosti a
10l | stabilitou regula¢ni smycky
u proporcionalniho regulatoru
nelze uspésné vyrtesit.
1
N \ _ K=32 7
2 S O O A Sl
2 -
‘s
£ S e g
k=04
o ‘
0 5 10 15 20 25
Time (sec)

Navrh regulatoru hladiny (pokr.4)

Nyni zkusme PI (proporcionalné-integra¢ni) regulator ...

1
G(s) = K(l +T_Sj

i

3
K()

F(s)= K,=1,T=1
Oy 7t
K[1+1J K(‘;’ >
0s) = G($)F(s) _ Ts)(Ts+1) K(T,s +1)K,
1+ G(s)F (s) 1+K[1+ 1 J K Ts(Ts +1) + K(T;s +1)K;
Ts )(Ts+1)

Poly ptenosu Q(s) obdrzime feSenim rovnice

Ts(Ts +1)P + K(Ts +1)K2 =0
T(s* +35° 4357+ T(1+K)s+ K =0
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Imag Axis

Navrh regulatoru hladiny (pokr.5)

Jak zavisi poloha poll na zesileni regulatoru K a integracni casové
konstanté 7, ?

i

T(s* +35° +3s2)+ T(1+K)s+ K =0

Root Locus Root Locus
15 ! 3
T=2.0; ! T=0.8;
1 | 2
05 K=05 ~ 3 1
°
o )
0 2 =
""" i=
g -
E
0.5 -1
1 -2
15 -3
25 2 15 1 -05 0 3 2 1 0 1

Amplitude

Navrh regulatoru hladiny (pokr.6)

Jak zavisi pfechodova charakteristika uzaviené smycky na zesileni
regulatoru K a integracni ¢asové konstanté 7, ?

Step Response Step Response
1.4 1.4
T=2.0 = =
i | 12 ;{» Ti 0.8
— 1 N
[/
$ o8 /
2 K=0.1
g 06
<
0.4
/
0.2t |/
]
/
0
15 20 25 30 35 0 10 20 30 40 50
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Inverzni kyvadlo na voziku

hmota kyvadla

délka kyvadla
gravitacni zrychleni
hmota voziku

urychlovaci sila
uhel kyvadla

poloha voziku

moment setrvaénosti kyvadla

Inverzni kyvadlo na voziku (pokr.1)

Pohybové rovnice:

kyvadlo: Sy
f, =—ssin@ = mii scosg
.. m

f, =scosp —mg =mv el .

.. . —ssin@
mii+ssing =0

i mg |\
mv—scos@+mg =0 @
miicos @ +ssin@cos g =0 \M f
mysin g — ssin @ cos @ + mgsing =0 x . u

miicos @ + mvsing + mgsing =0

mi cos ¢ —mlp +mgsing =0 vtahy mezi soufadnicemi:

vozik: u=x-Ising
M= f+ssing v=1lcosg
M3 = f = mii ii=X%+1¢*sing — ¢ cos ¢
L
(M +m)3+mlp*sinp —ml@cosp = f V=-lgp cosp - Ipsing
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Inverzni kyvadlo na voziku (pokr.2)

Odvozeni linearniho stavového modelu:

Vyjdeme z pohybovych rovnic Zaved'me stavové proménné:
mxcos @ —ml@+mgsing =0 X, =X poloha voziku
(M +m)x + ml(p2 sing —mi@cosp = f. X, =X rychlost voziku
Linearizaci v nestabilnim rovn. bod& obdrzime: X =9 uhel kyvadla
mx—mlyp =—-mge X, =¢ Gthlova rychlost kyvadla
( M + m)x —mlp=f Nyni jiz snadno obdrzime stav. model:
S X, =x,
po Upravé:
L o = L
X = " ¢+ " VR Y f
. M+m)g f X, =X,
g Mrme S
Ml Ml . (M+m)g 1
X, = X;+—f
Ml Ml

Inverzni kyvadlo na voziku (pokr.3)

Maticova forma stavového modelu:

(x, ] [0 1 0 ofx,] [ 0 ]
d|x|_|0 0 mg /M 0] x, .\ /M 7
dt | x, 0 0 0 1| x; 0

x,| |0 0 (M +m)g/Ml O] x,| |1/M]

Xx=Ax+bf = (A,b)

0 1 0 0 [0 ]
0 0 M 0 /M
A~ g / b |
0 0 0 1 0
0 0 (M+m)g/Ml 0] 1/ Ml |
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Inverzni kyvadlo na voziku (pokr.4)

Vlastnosti stavového modelu:

Systém (A,b) je nestabilni

M+m)g

o(A) =004

Im
Re
&
stabilni vlastni &islo nestabilni vlastni ¢islo

Systém (A,b) je Fiditelny.

Matice fiditelnosti ma plnou hodnost, tj.

rank[p Ab A’b A’b|=4

Inverzni kyvadlo na voziku (pokr.5)

Stavova zpétna vazba:
Problém piifazeni poli: nalezni stavovou zpétnou vazbu k ve tvaru
f=kx=/kx +kx, +kx; +k,x,

o(A+bk)={4,1,,2,,1,}

kde A,,...,A, jsou vhodna komplexni ¢isla (ndvrhové parametry)

tak, Ze Red <0 i=1,..4

tak, ze

Véta: Jestlize je system (A,b) fiditelny, potom pro libovolnou symetrickou
mnozinu {ﬂl Ay, Ay, Ay existuje stavova zpétna vazba k takova, Ze

o(A+bk)={4, 4,4, 4, }

Im
A A+bk: ®1,
Re
stabilni nestabilni 2 ®ﬂ/4 '
vlastni ¢islo vlastni &islo
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Inverzni kyvadlo na voziku (pokr.6)
Vypocet stavové zpétné vazby:
O'(A+bk):{/11’/12913a/14} (*)
)
A + bK je podobna matici L = diag{ﬂl Ay Ay Ay }
g
3T regularni T™'(A + bk)T =L
AT +bkT-TL =0
AT-TL+bh =0, h=kT
Jestlize T je regularni feSeni maticové rovnice

AT-TL+bh=0, h=[1 1 1 1],

potom vektor zesileni k=hT™" spliuje podminku (*), nebot

(A +bk)T = (A + bhT ' )T = AT + bh = TL

Inverzni kyvadlo na voziku (pokr.7)

Priklad:
m=0.1kg, M =2kg, 1=05m, g=981m/s’
o(A)={0,0,-4.53,4.53} o(A+bk)={-4-3-2-1}

Im

Im
Re
&
Re

k=[244 510 -56.8 —12.]
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m=0.1;

M=2.0;

1=0.5;

2=9.81;

A=[010 0;
00 m*g/M 0;
000 1;

0 0 (M+m)*g/(M*1) 0];
b=[0; 1/M; 0; 1/(M*])];
L=diag([-1,-2,-3,-4]);
h=[1111];

% reseni maticove rovnice
T=lyap(A,-L,b*h)
k=h*inv(T)

eig(A), eig(A+b*k)

Inverzni kyvadlo na voziku (pokr.8)

Vypocet stavové zpétné vazby v MATLABu:
% inverzni kyvadlo na voziku - vypocet stabilizujici stavove zpetne vazby

% parametry

% stavovy model

% pozadovane rozmisteni polu

% stabilizujici stavova zpetna vazba

% kontrola

Inverzni kyvadlo na voziku (pokr.9)

Simulace inverzniho kyvadla na voziku v programu Simulink:

im

m*g/M

x1

1y

—>

Yyve
ﬁ
?iﬁ
o]
3
o]

Scope
(M+m)*g/(M*1)

* 1 1
1/(M*l) L
: x4 x3
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Inverzni kyvadlo na voziku (pokr.10)

Simulace inverzniho kyvadla na voziku v programu Simulink:

0.2

0.1f

O \

-0.1F |

0.2 m = 0.1kg;
\ M =2.0kg;
-0.3 1=0.5m;
| =9.81;
-0.4H | | & ’
| kl=2.44; k2=5.10;
05(| | k3=-56.8; k4=-12.5;
-0.6 L L L L
0 2 4 6 8 10

Interaktivni procviceni
zakladnich poymu

http://www.jhu.edu/~signals/convolve/index.html

http://www.jhu.edu/~virtlab/virtlab.html
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